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Dans la plupart des Traités ,--po!iii>. §rdver à la forme classique des 
intégrales de première espèce relatives à une courbe algébricjue donnée 
d'ordre m, 

avec m directions asymptotiques distinctes dont aucune n'est parallèle aux 
axes, on décompose l'intégrale abélienne la plus générale en un groupe de 
termes, algébriques et transcendants, parmi lesquels se trouve un terme 
de la forme 






(^(x,y) désignant un polynôme en x ciy de degré /// — 3. On laisse alors 
de côté tous les autres termes qui, pris isolément, deviennent chacun infini 
en certains points de la courbe, et l'on cherche à déterminer les coefficients 
du polynôme Q de façon que l'intégrale (2) soit partout finie. On obtient 
ainsi des intégrales de première espèce; mais il n'est pas évident qu'on les 
obtient toutes, car, pour le montrer, il faudrait établir qu'il est impossible 
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que, en ajoutant à une iuté^nalc do la forme (2), devenant infinie en cer- 
tains points, d'autres expressions rationnelles ou transcendantes choisies 
[)arnii celles qu'on a laissées de côté et devenant infinies aux mêmes [)oints, 
on obtienne une somme partout finie. 

Voici une méthode élémentaire permettant d'arriver directement à cettcî 
foruK» (2) et s'appliquant aussi à l'expression classique des intéfçrales de 
deuxième et de troisième espèce. 

Intr^^rales dv prrmièn', f^spèce. — Soit 

le premier membre de l'équation de la courbe, où a^ est une constante dif- 
férente de zéro, a, un polynôme en x de degré i. Il est évident (|ue si 

/ o(a',y)da' 

est une intégrale de première espèce, c'est-à-dire partout finie, Ux fonclion 
rationnelle o(xjy) remplit les conditions suivantes : 

I® Pour des valeurs infinies de Xj 9(^,/) est de l'ordre de -^- 

2** Si en un point x^ à distance finie 9(»^', Jk) devient infinie, elle le 

devient d'un ordre fractionnaire par rapport à — — — ; de sorte que x^, 

est un point de ramification. La même propriété a lieu pour le i)roduit 
)'^9(./',y), k étant un entier positif, car^- ne devient pas infini ])our des 
valeurs finies de x. 

D'après cela, si l'on appelle ^^,, v.,^ . . . , }',„ les m déterminations de y 
correspondant à une valeur de x, la somme 

(|ui est une fonction rationnelle de x^ reste ^nie à dislance finie. En elfet, 
chaque terme ne peut devenir infini à distance finie qu'en un point de rami- 
fication Xqj et cela d'un ordre fractionnaire : soit, par exemple, 



I ' s «-1 



la partie principale de <f{x,y^) au voisinage d'un point critique Xq autour 
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diuiiK^l se permutent n valeurs de y. Dans la somme Pa_2? '^^ termes 

d'ordre -, -, •••, en disparaissent, car ils sont multipliés 

respectivement par les sommes des puissances semblables i, 2, . . . , // — 1 
d'uiie racine //*""* primitive de l'unité : cela est d'ailleurs évident, car une 
fonction rationnelle en x ne peut pas avoir d'infinis d'ordre fractionnaire. 
La somme Pa_25 étant une fonction rationnelle de x finie à distance finie, 
*st un polynôme. Pour avoir le degré de ce polynôme, il suffit de voir de 
piel ordre est cette fonction par rapport à x quand x est infini : or, o(./;,^) 

étant de Tordre de —^ et^de l'ordre de a?*, le polynôme Py^.a est de Tordre 

(!(» .r*~"^. Donc, si A* est égal à zéro ou à i, cette somme est icUmtiqmnnrui 
nulle, car un polynôme en x ne saurait être d'un ordre négatif pour x très 
grand. Si A* = 2, la somme est un polynôme de degré A' — 2. On a ainsi, en 
faisant A* = o, i , 2, . . . , w — i , les relations 

.>'i ?(^, V,) -+-7, 9(.r, jj) -f-. . .4- v,„ 9{.r, r,„) 1=0, 



(]es é(|uations linéaires fournissent les m déterminations de ^(x'^y). 
Pour les résoudre, formons, par division, le polynôme en y 

où /;o = ûTo, b^ = a^y^ -f- ««> b.^= ^o>^î"^- ^i/i "+- ^^ai • ••? fh étant un po- 

f(x y) 

lynôme en x et y^ de degré k. Le polynôme ^ _J \ s'annule pour 

7=725/3? •••v//!,; sa valeur, pour 7=7,, est/;(x,7,). Donc, en mul- 
tipliant la première des équations (3) par /^„_,, la deuxième ])ar />,„_2i ••• ? 
la dernière par 6„ et ajoutant, on aura l'équation 

<? (^* yt) /yX^> y\) = Q(^, yi)f 

où Q('^Jy^) est un polynôme de degré m — 3 en x et^, 

QC-^t/l) =Po^m-3-^I\'^n-îH--- .-i-Pm-3/^0. 



Ijk dererrriin;»tiôn S' ^-y^) :^'ohtiendra en remplaçant \-, par i\j. . ..: nn 
;i fioTic **Tifin, qaelle qne v>!t la valeur choisie de ^v, 

Oi jr, V ) 

^ /". V T^ 

j nT' r^ Y • dr 

Fine inléîrrale de lroi.^iémee*[>êceavec les deux pôles logarithmiques K.r .y ï 
et ( jf\y^ ), Soil de plus ^^( x.y ) = a.r -h 6^ -f- c = o Téquation de la droite 
joijrnanl le* deux [>/>les. Considérons la somme 

on %oit, comme plus haut, que cette somme est un poKiiôme de degré k — i 
eu /• f'i est éjraU' H zéro si /i* est nul. On en conclut 
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i^ étant un polwiôme de degré m — i. 

Inl/'f^nilrH ///? fh'ur/ihme PHpèce, — Lue méthode toute semblable 
founiit h forme de l'expression d'ime intégrale de deuxième espèce avec 
un |»^il^' ^irnpU' ./^. ^'^j 

Il ^uttil (Kiiir cela de remplacer, dans le calcul précédent, la sécante o( j\y ) 
par la t;ingent^' 

an point ^ f'\y' ) et de considérer les sommes 

'\i,^x — y\ ^(^,7I)•^(•^»/I)-^-•••-^-7m^(•>'^.>m)•y(*^'/'/|) 

cpji sont d**s j)olynùmes en x de degré A* — i, sauf dans le cas A* = o où 
c^'lle somme est identiquement nulle. 
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INTRODUCTION. 

En 1874, M. H. von Helmholtz (*) a donné des formules qui repré- 
sentent les lois générales de Tinduction électromagnétique entre conduc- 
teurs d'étendue finie en tout sens. Ces formules, Tillustre physicien les a 
posées presque sans aucune démonstration. Nous nous proposons, dans cet 
écrit, de les déduire d'hypothèses très simples sur les phénomènes d'induc- 
tion. La méthode que nous suivrons est analogue à celle que nous avons 
adoptée, au Livre XIII de nos Leçons sur V Electricité et le Magnétisme^ 
pour étudier l'induction entre courants linéaires. 



(*) H. Helmholtz, Uebcr die Théorie der Elektrodynamik. III'* Abhandiung : Die 
elektrodynamischen, Kràjte in bewegten Leitern {Borchardt^s Journal, t. LXXVIII, 
p. 309; 1871. Helmholtz wissenschaftliche Abhandlun^en, \. I, p. 74'>)- 
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CHAPITRE I. 



-r,ir ^tz m -ir-rri^rr.t »:on«Jiioteur. quo nous supposerons i^otrop*?: soil s la 
• '■•i^f-^n*'^ '*c»'ii;:ii[ ;•* d»* U maliére qui forme cet élément: s*3ient «, v\ «• 
#*--* \-,mr>*',-;inri-*. *îi[Tant trois axes de coordonnées rectan^laires, du flux 
•vr^rr.i^u* *n m point de cet élément. Lorsque IVIément en question fait 
:,;fr',»* r m '»V'*t»*m'* de courants électritjues uniformes, immobiles et con- 
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,11^: -— l\ — B» — i-. 



t **^ÂU\. la '*on'«fante de^ lois de Coulomb: 
V la fonction potentielle électrostatique: 
h une quantité qui dépend de la matière qui forme le conducteur dans un 

tr^H petit r;ïyon autour du point (x^y. z ): 
'^,. Sy. ^, troi:^ qn;)ntité^ qui dépendent des phénomènes thermo-électriques 

^t hydrr>-^'lectriques dont l'élément est le siège, quantités que nous sup- 

f*^#son^ déterminées par la théorie des courants thermo-électriques et 

hvdfi-électriqueï^. 

ïyirvpje l'élément dm fait partie d'un système de conducteurs mobiles, 
\T7tyf'TM'^ par des courants variables, ces égalités ne sont plus exactes. 

Tout d'abord, l'élément dts^ faisant maintenant partie d\m système 
variable, peut être déformable; quelle que soit la déformation intiniment 
(>^-tir/î q»je subit l'élément dm pendant le temps rf/, on sait que Ton peut 
fOMJourM trouver trois axes rectangulaires Ox, 0}\ Oj, invariablement 
lié^ A la matière qui forme l'élément dxs^ qui demeurent reclangulaii*es 
l^rndant la déformation. Si, dans l'élément dus^ on découpe, avant la 
déformation, un cube dont les arêtes soient parallèles aux axes Oa\ 0\\ 
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Oz, il se transforme, parla déformation, en un parallélépipède rectangle 
dont les arêtes sont parallèles aux nouvelles positions des mêmes axes. La 
transformation infiniment petite de Télément duj se compose de trois trans- 
lations^ respectivement parallèles aux axes Ox, O^, Oz; de tr^ois rota- 
tions autour des mêmes axes; enfin, de tix)is dilatations suivant ces axes. 

Les axes en question sont les axes principaux de dilatation en un point 
de l'élément dxs. 

Si l'élément dts ne se déforme pas, on pourra prendre pour axes princi- 
paux de dilatation en un point de cet élément trois droites rectangulaires 
quelconques invariablement liées à la matière qui forme cet élément. 

Considérons donc un élément dxs qui fasse partie d'un système de con- 
ducteurs mobiles, traversés par des courants variables. 

Soient Ox^ Oy^ Oz les axes principaux de dilatation de l'élément dxs. 

Les égalités (i), devenues inexactes, devront être remplacées par les 
égalités 

(I bis) ' pr —- _(£V4-e)-+-9^H-^V» 

Cx, Cyj C^ étant ce que nous nommerons les composantes de la force élec- 
tromotrice d'induction au point {x^y^ z), à l'instant t. 

O sont ces quantités £^, Cyj C^ que nous allons chercher à déterminer en 
suivant une série d'hypothèses et de déductions analogues à celles qui nous 
ont fait connaître les lois de l'induction électrodynamique dans les conduc- 
teurs linéaires. 

L'hypothèse fondamentale que nous ferons est la suivante : 
Supposons que le système conducteur étudié soit formé par les élé- 
ments dtSj dxjs^y dts.2j .... 

Nous admettrons que l'on a 

iCjc dl ^zot^ -h oti -+-..., 
[ <1*. (tl = ô/li ■+■ Ô/I2 H- . . • , 

les quantités S/*, S/Waj ^^a? dépendant uniquement des valeurs qu'ont^ au 
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tempjf /• lejf paramètres qui définissent j au point de vue de VElectrody- 
namique. Vétat du système des deux éléments dxs^ dts^^ et des variations 
que ces paramétres subissent pendant le temps dt. 

Quels sont ces paramèlres? 

Soient 0,x',, 0,^v',, OtZ\ les axes principaux de dilatation de rêlémenl 
eteg. Nous dirons que le système formé par les deux éléments itxs. dts^ est 
défini au point de vue de V Electrodynamique, lorsqu'on connaîtra : 

I* Le volume dxs'^ 

'j** [>•« paramêlres a, 3, ... qui déterminent la forme de la surface qui le 
limite; 

î** I>?s com[Xisantes i/, t-, cv, suivant Ox, Oy^ O j, du flux électrique en 
un point de l'élément dcj; 

4** Le volume duJ^ ; 

>** Les paramétres a,, ^,, ... qui déterminent la forme de la surface qui 
la limite; 

^î** Les composantes u\^ v\, w\^ suivant 0,x\j O,^',, O,;;,, du flux élec- 
trique en un point de l'élément rfcr, ; 

7** La distance r d'un point O de Télément dus à un point O, de Télé- 
ment dts^ ; 

8^ Les angles (r, x), (r,y), (r^z) que la droite OO, fait avec les 
axes Oxj Oy^ Oj, angles dont deux seulement sont arbitraires, grâce a 
la relation 

cos*(r, x) -h cos- (,/',>•) -T-cos*i^r, z) = i; 

ff Les neuf cosinus 

cos(j'',, x), cos(Xj,v), eos^x'jjC), 
cos( v;,x), cos( v;, v), cos( v;, 3), 
cos(-:;;, x), cos(-;, v), cos(5;, z), 

dont trois seulement sont arbitraires, grâce aux relations 

cos'(j:j, J7) -hcos*(x',, v) -t- cos'(j-j, z) = i, 

COS'( v;,x)-+-COS*(v;, V) + C0S»(V;,C)=I, 

cos*(5',, jc) -h cos*(;;i, v) -^cos'(c',, z) i= i, 



cos(/,,x)cos(;;;, x) 4- cos( j',, v) cos( c 

C0S(5j, x)COS(x',,x) -f-COS(Sj, j)cos(j" 

cos(jr',,x)cos(ji,x) H-cos(x',, v)cos(/ 



, V) -hcos( v;,;;)cos(w;, z)=^o, 
, v) -+-cos(:;;, 5) cos(x;, ;;) = o, 
, y) -^ cos{x\, z) cos(y\y z) =0. 
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Nous admettons donc que S/,, 5m,, S/i, dépendent uniquement des para- 
mètres que nous venons d'énumérer et des variations que ces paramètres 
éprouvent pendant le temps dt. 

De plus, il est évident : 

I** Que, si U élément r/cor, est invariable de forme, chacune des quan- 
tités S/,, Ô//1,, S//, doit garder une valeur indépendante de Torientation 
initiale des axes 0,x^, O,^'^, 0,^^ au sein de Félément rfcr,; 

2° Que, si Vêlement dus est invariable de forme, la grandeur géomé- 
trique dont o/,, Sw,, S/^^ sont les composantes est indépendante, en gran- 
deur et direction, de l'orientation initiale des axes Ox, O^, Oz au sein de 
Télément dxs. 

Ces principes vont nous servir à déterminer la forme des quantités 5/,, 

I. La première proposition que nous démontrerons, au sujet de ces 
quantités, est la suivante : 

Les trois quantités ô/,, S/w,, S/i, sont des fonctions linéaires et homo- 
gènes des variations subies pendant le temps dt par les paramètres indé- 
pendants qui définissent le système des deux éléments dxs et dts^ . 

Soient a^ b, . . ., l ces paramètres indépendants; pour la proposition que 
nous avons en vue de démontrer, il est inutile de les désigner plus explici- 
tement. Pendant le temps dt, ces paramètres subissent des variations da^ 
dby . . . , c//, et l'on a 

o/i z=z /{a, b, ...,/, da, dby . . . , ^//), 
5//ij = ^'(rtf, />, ...,/, duy dbf . . . , dl)f 
d/ii =z h{a, bf ...,/, da, db, . . . , dl). 

Si p est la résistance spécifique de l'élément dts et U, V, W les compo- 
santes du flux qu'engendrerait, en un point de cet élément, l'induction de 
l'élément rfcTi, nous aurons 

p U dt=: /{a, b, , . ., ly da, db, . . . , dl), 
pV dt ■=z g{a, b, ...,/, da, db, . . ., dl), 
pWdt z=z h{a, b, . ., l,da,db, . , .,dl). 

Traçons une surface plane AB, d'aire Î2, invariablement liée aux axes Ox, 
O/, Oz et partageant en deux l'élément dts. Soit N la direction de la nor- 
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iiialc à la face positive de cette surface. Dans le temps dtj Finduction 
exercée par rélémcnt dts^ transporte du côté négatif au côté positif de 
cette surface une quantité d'électricité 

^0 = 12[L'cos(N,a-)-+-Vcos(N, v)-r-Wcos(N, ;:)]^/ 

ou bien 

il 

c/Q = — [ /(«, ^, . . . , /, da, dû, . . . , dl) cos ( N , x) 

-h g(ay b, ...,/, da,db, . . ., dl) cos(\, r) 
-r- h{a, bj • - .f '♦ da^ db, . . ., dl) cos(N, ^)]. 

A la suite de Télémcnt de temps dl^ prenons un second élément de 
temps D/, pendant lequel les paramètres a, b^ ...^ l subissent de nou- 
velles variations Da, D^, . . . , D/. La déformation que l'élément dxs a subie 
pendant le temps dl a fait prendre à sa résistance spéciflque une nouvelle 
valeur (p -+- dp) et à la surface AB une nouvelle aire (û -f- rfû). 

Nous supposerons que les axes principaux de dilatation pendant le 
temps dl soient encore axes principaux de dilatation pendant le temps D/. 
Pendant le temps Dl et par l'effet de l'induction due à l'élément rfcr,, la 
surface AB est traversée par une quantité d'électricité 

<> -+- dQ 
|)Q_-_ " , [ /(a-hda, b-^db, ...,/-+- ^/, I)«, I)^, . . ., D/) cos(N, ^) 

^'(a ~hda, b -i- db, . . ., l -h dl, D«, D^, . . ., I)/)cos(N, v) 
h(a ->f da, b -h db, . . .,1 -\- dl, \)a, 06, . . ., D/)cos(N, :;)]. 

(Considérons maintenant l'élément de temps 

^t — dt-\- D^ 

Pendant ce temps, les paramètres a, b, . , , ^ l subissent des varia- 
tions (da -4- Da), (db -+- Db), . . . , (dl -f- D/). L'induction exercée par 
l'élément dts^ met en mouvement, au travers de la surface AB, une quan- 
tité d'électricité 

AQ=i-[ /(«, ^ ...,/, t/a-+- Dût, t/6 4- D6, . ., t// -h !)/) cos(N, x) 

r 

-h^(rt, bf . . ., lyda -^ ha, db 4- Db, , , .,dl-\- I)Ocos(N, j) 



h (a, b, . . ., l,da -\- Da, db 4- Db, , . .,dl -\- Dl) cos(N, z)\ 

Or on a évidemment 

AQ = c^Q 4- DQ. 
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B ^ 



Si, dans cette égalité, on remplace chacune des trois quantités rfQ, DQ, 
AQ par sa valeur et si Ton néglige les infiniment petits d'ordre supérieur, 
on trouve l'égalité 



[ f{a,by. 


. . , /, dûy dby . . . 


dl) 


-+-/(«, ^ . 


. .,/, Dflr, D6, ... 


Dl) 


/(«, ^ . 


, ,y lyda-i- ha y db 4- Dby . . . 


y dl -h Dl)] cosi^yx) 


[ ^(«, ^. 


. . , /, dûy dby . . . 


dl) 


-^g{ayby . 

* 


..,/, Day Db,,.. 


Dl) 


g{^yby . 


. .y lyda -{- Day db -h Db, . . . 


ydl^ D/)]cos(N,/) 


[ ll{ayby. 


. . , /, day dby . . . 


dl) 


4- h{ay by . 


..,/, Day Dby... 


Dl) 


— /i(a, by . 


. .y lyda +- Da, db -h D6, . . . 


, d'/-hD/)]cos(N, z) 



= 0. 



Cette égalité doit demeurer vraie de quelque manière qu'on oriente la 
surface plane AB ; si nous faisons 

COS(N, X) = I, COS(N,J')=:0, COS(N, ^)=:0, 

nous aurons la première des égalités 

/(a, by ...,/, day dby . . ., dl) -l-/(ûr, 6, ...,/, Da, Dby . . ., Dl) 
=r/(a, by . . .y lyda-hDay db -+- Db, . . .ydl-h Dl), 

g{ay by ...,/, da, dby . . ., dl) -\- g{a, b, . . ., l, Da, Dby . . ., Dl) 
:=z g{ay by . . .y lyda-h D«, cf^ -H D^, . . .ydl-hDl)y 

h{a,b, . . ., ly da, db, . . ., dl) -+- /i(a, 6, . . ., /, Da, Dby . . ., Dl) 
= h{ay by . . .y lydtt^^Daydb -h Dby . . .,rf/4- Dl); 

les deux dernières se démontrent d'une manière analogue. 

Ces égalités démontrent la proposition que nous avons énoncée. 
II. Cette proposition établie, arrivons à celle-ci : 

Les trois quantités S/^, S//?,, Sn, sont /onctions linéaires et homogènes 
des quatre quantités dtSy^ SX, rfcr,, Spi, rfccr,, Sv, rfcnr, ; SX,, 8[ji|, Sv| étant 
les trois dilatations principales en un point de Vêlement dts^ ; elles ne 
dépendent pas des autres paramètres qui fixent la forme de Vêle- 
ment rfcT, , non plus que des variations de ces paramètres. 

Découpons l'élément rftar, en un nombre illimité n de cubes dxs\^ 
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dx;s\^ ..., duy["\ dont les dimensions soient infiniment petites par rap- 
port à celles de l'élément r/cr, ; qui soient tous égaux entre eux et égaux 
à un même cube infiniment petit, choisi une fois pour toutes; qui aient 
tous leurs arêtes parallèles aux axes Oi^;',, O^y'^, 0|^,- 

Si nous considérons l'un des paramètres qui définissent le sys- 
tème dm^l dm et le paramètre correspondant qui figure dans la défini- 
tion du système dw^^^dm^ ces deux paramètres ne diffèrent que d'une 
quantité infiniment petite par rapport à leur propre valeur; dans le 
temps r//, ces deux paramètres éprouvent des variations qui ne diffèrent 
que d'une quantité infiniment petite par rapport à leur propre valeur. Si 
donc Ton désigne par â/'/\ S/'/^ les quantités analogues à S/,, qui sont rela- 
tives à rinduction des éléments rfci'/\ rfcr'/' sur l'élément dtSj ces quantités 
auront une différence infiniment petite par rapport à elles-mêmes, en sorte 
que Ton peut écrire 

oi\ = di; = ...= oi;". 

Mais, d'autre part, de l'hypothèse marquée par les égalités (2), on 
déduit aisément que l'on doit avoir 

On a donc 

( 3 ) ô/, = n oi\ = 0/'. -. î • 

(Cherchons maintenant quelle doit être la forme de Sl\. 

Parmi les paramètres qui définissent le système dxsdxxs\^ nous n'avons 
plus à faire figurer aucune variable propre à représenter la forme ou le 
volume de l'élément rfcr', , puisque nous savons que celui-ci est un petit 
cube, choisi une fois pour toutes, dont les arêtes sont parallèles à 0^x\^ 

T^e volume et la forme de l'élément dui\ sont ainsi complètement définis. 

Pour achever la définition du système dtsduj\^ il suffit de se donner, 
outre les paramètres qui déterminent le volume et la forme de Télé- 
ment rfcr, les grandeurs 

a y c, ir, u\, r;, \\\, 

/% co?(/', .r), cos(/-,7), cos(r, ^), 

cos(.r,,.r), ..., cos(3',,c). 
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Ces paramètres, qui diffèrent infiniment peu de ceux qui servent à 
définir le système dxsdu5^^ seront, pour plus de brièveté, désignés par 

Pour définir la variation que le système dxsdxs\ subit pendant le 
temps rf/, il suffit de connaître, d'une part, les variations Sa, St, ..., SA, 
et, d'autre part, le changement de forme de l'élément dxs\\ or ce dernier 
changement est entièrement défini par la connaissance des trois dilatations 
principales SX,, Spi,, Sv,. Si donc nous appliquons la proposition démon- 
trée au n*^ I, nous pourrons écrire 

A', B', . . . , K', L', M', N' devenant, lorsque le cube type est choisi, des 
fonctions des seules variables a, &,..., ^. Il en est de même des quantités 

A' R' K' 

A — -; — r> o = -; — r> • • • > ii- — 



dxs\ dxs\ dm\ 

L = —, M=— , N = — . 

dxs\ dxs\ djs\ 

moyennant lesquelles l'égalité précédente, jointe à l'égalité (3), donne 
(4) ^/i = (A3a4-Bd6 4-. . .4-KdA:)é/iiJi4-LdXiC?GJ, 4-Md^iC?GT, 4-N5vif/Gy,, 

ce qui démontre la proposition énoncée, du moins en ce qui concerne la 
quantité S/,; une démonstration analogue s'applique aux quantités Sm,, 
S/i, . 

III. Voici une nouvelle proposition, analogue à la précédente : 

Les quantités S/, , ^m^ , S/i| sont des fonctions linéaires des trois dila- 
tations principales SX, S[jl, Sv en un point de l'élément dts\ elles ne 
dépendent ni du volume dtSj ni de la forme de la surface qui limite 
cet élément. 

Partageons l'élément dxs en un nombre illimité n de cubes rfcj', dxs'\ . . . , 
dxs^'^^ ; ayant tous leurs dimensions infiniment petites par rapport à celles de 
l'élément dvs\ tous égaux entre eux et égaux à un même cube, choisi une 
fois pour toutes; ayant tous leurs arêtes respectivement parallèles aux 
axes Ox, Oj^, Oz. 

Les paramètres qui définissent le système dxs^ rfcar^'^ et ceux qui défi- 
nissent le système rftsy, dtz^^ ne diffèrent les uns des autres que de quan- 

Fac, de T, — VII. B.2 
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litcs inBnimciit petites par rapport à eux-mêmes; les \i\ 
paramètres sont les mômes pour les deux systèmes, aux in 
d'ordre supérieur près. Si nous supposons que la résisliiin' 
lii même en tout point de l'élément dm, nous voyons i|! 
l'élément dts, engendrera sensiblement le même flux >'lri 
en un point de l'élément rfo'" et en un point de réléni-- 
ilux électrique que l'induction de l'élément dm, eni;<'t 
conque de réiéraent dts. 

La quantité pV dt aura donc la même valcin-. 
élément induit l'élément das, ou que l'on piciifi 
dm", .. ., dm'"', Télément da' par exemple. 

Or, dans le premier cas, la quantité p{d/\ 
tilé S/, dont nous voulons déterminer la 1" 
représente la quantité S/', qui est, pour le 
quantité S/,. On a donc 

(5) ô/,- 

Détcrminons la forme de la quanliii' 

Parmi les paramètres qui déliui- 
plus à faire figurer aucune griui'l 
volume de l'élément dm', pnisr; 
r/ioisf uni' fois pour touU's, >\" 
Le volume et la forme de y<'-\'- 

Pour achever la défiiiilini, 

i" Les paramètres qui 
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dernier changement est complètement défini par la connaissance des trois 
dilatations principales SX, Sfx, Sv en un point de Télément dxs' ou de Télé- 
ment rfcor. Si donc nous faisons usage de la proposition démontrée au n** I, 
nous pourrons écrire 

a/; = A' âa' H- B' 3^' 4- ... -h K' hk' -h \J ol -h M' Sfx -h N' ôv, 

A', B', . . . , K', L', M', N' dépendant uniquement du cube normal dts' et 
des variables a\ b\ ... ^ k' . 
L'égalité (5) donne alors 

Les quantités A', B', . . . , K', L', M', N' étant indépendantes du volume et 
de la forme de l'élément dts^ l'égalité (6) démontre la proposition énoncée, 
du moins en ce qui concerne la quantité 8/, ; une démonstration analogue 
s'applique aux quantités S/y/< et ôa2,. 

Si nous réunissons les résultats exprimés par les égalités (4) et (6), nous 
voyons que Ton peut écrire 

I a/j = (cl, ^a 4- \S\y 3^ 4- . . . 4- C (5y 

les quantités 

.(:, on, 3T;., ^j, on,, x, 

dépendant des seules variables a, p, . . . , y» qui désignent abréviativement 

les variables 

u, r, «', m',, r'j, ïv'j, 

/*, cos(r, x), cos(r,7), cos(/', s), 

cos(Xi,.r), ..., cos(:;^,c). 

Pour â/w, et S/2,, on peut écrire des égalités analogues à Tégalité (7). 
IV. Nous allons maintenant déterminer de quelle manière les quan- 
tités S/,, Sm,, S/2, dépendent de 

e/j, i^,, «Vj, ôe/i, di',, Oiv^, 

et, pour y parvenir, nous allons nous appuyer sur une hypothèse nouvelle. 
Imaginons un conducteur cylindrique, de section extrêmement petite. 
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traversé par un courant quelconque. Ce conducteur peut n'être pas homo- 
gène et la nature de la substance qui le forme peut même varier d'un point 
à l'autre d'une manière discontinue; par exemple, il peut être formé par 
une corde dont les torons sont les uns de cuivre, les autres de laiton, les 
autres de maillechort, etc. De même, les composantes du flux électrique 
peuvent varier d'une manière continue ou discontinue d'un point à l'autre 
de la section droite de ce cylindre. 

Soient û^ une section droite de ce conducteur, menée par un point P, et 
dût un élément de cette section. 

Si l'on considère, dans le conducteur cylindrique dont il s'agit, un seg- 
ment de hauteur ds compris entre deux sections droites infiniment voi- 
sines, on admet que ce segment exercera les mêmes actions qu'un segment 
de même grandeur, de même forme, dans lequel le flux électrique, unifor- 
mément distribué aux divers points de la surface ^,, aurait pour compo- 
santes, en chaque point de cette surface, 

^'^ ^ i S"'^ "^^'^ ^'' ^ i S^'» "^^'^ '^' = k S"^'^ ''^'• 

Cette hypothèse va nous permettre de démontrer la proposition sui- 
vante : 

Les quantités S/^, ôm,, S/^, sont fonctions linéaires et homogènes des 
six variables 

U^, V^j iVj, OWj, Oi\, ôtv,. 

Nous pouvons, sans altérer l'expression de S/,, supposer que l'élé- 
ment dts^ a la forme d'un prisme droit à base rectangle et que les arêtes 
de ce prisme sont en même temps les axes principaux de dilatation 0^x\^ 
0,y^, 0^z\, Soit a la hauteur de ce prisme, dirigée suivant 0,^;'^. Soient 
[3,, Y, ses arêtes de bases, dirigées respectivement suivant 0^y\ et 0^z\. 

T^a base de ce prisme sera 

Le volume de ce prisme sera 

dxni=i a, d^i. 

Les trois dilatations principales seront 

«1 Pi y\ 
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Pour le système de cet élément inducteur du5^ et d'un élément induit 
quelconque rfnr, nous aurons 



( -+-u,K,t';,i^;)ôe/;-+-v,K,i>;,^;)ôv>; -f-w,(// 



Les lettres a^ b, ., , ^ k désignent les paramètres qui dépendent du seul 
élément rfcr, et aussi ceux qui fixent la position relative des deux systèmes 
d'axes Ox, Oy, Oz, 0ix\ , 0</^, 0,z'j. Les fonctions où nous n'avons 
mis en évidence que les seules variables u\, v\, w\ peuvent dépendre aussi 
des variables a, 6, . . . , k. 

Mettons côte à côte un certain nombre d'éléments analogues à rfcj|, dans 
lesquels les dilatations principales aient toutes la même grandeur et la 
même direction que dans dxs^. Leur ensemble constituera un élément 
cylindrique, de base 

de longueur a,, pour lequel les quantités 

a, b, ...y kf oa, db, ..., àk, 6X1, d/Lx.}, dv] 

auront exactement ou sensiblement la même valeur que pour chacun des 
éléments rfccr,. 

D'après l'hypothèse exprimée par la première égalité (2), ce faisceau 
d'éléments exerce la même action inductrice qu'un élément unique rflli 
pour lequel la quantité analogue à 8l^ aurait une valeur 

D'autre part, d'après l'hypothèse précédente, il est équivalent à un élé- 
ment unique pour lequel les quantités a, 6, . . . , /f auraient les mêmes 
valeurs que pour l'un quelconque des éléments rfcar,, et au sein duquel le 
flux aurait pour composantes 

('*') 'î''.=iî;S"'''"" +■'=^8^'''"" ^«=iS"'''"- 
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(3n doit donc avoir 



iKr 



(«0 



Li (?'i» ^'i, x'i) ^^1 -^ M,(9;, ^;, x',) 3fx, 



Ki(?',.f,,7;i)'5^' 

Ni(?',,f,,Zi)^^^i 



(Calculons les quantités Sç', , S'!»',, S)r^', ; nous aurons 



09, 



Mais 
et 

on a donc 






et de même 



(12) 



^?'i = ÎT S ^'' » ^"' 



10 



div\dili. 



Les égalités (10), (i i) et (12) nous donnent l'expression de S4I, 
L'égalité (8), qui fait connaître 8/,, peut s'écrire 



•5/,= 






-f- 



«'■(^■^•^)H-''"' 



Remplaçons les deux membres de l'égalité (9") par les expressions que 
nous venons d'obtenir et identifions les termes qui, dans les deux membres, 
dépendent des mêmes variations; nous obtiendrons deux types d'identités : 

1*' Les fonctions A,, B^, . . . , K,, L,, M,, N, vérifieront des identités du 
type suivant 






(i3) 



= A 



^u\da, ^^\dri, ^iv\da 
^dÇl, ^da, §^Û, 
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2" Les fonctions U,, V,, W^ vérifient des identités du type suivant 

(.1) j / s „;,«i. §.•■,.«. s -■.""■ \r,,,^„ 

\^ S'^a. S'^"' S'^"' / 

Les égalités du type (i3) nous enseignent que les fonctions 






sont des fonctions linéaires et homogènes des quatre quantités 

u\dili, i'', e/i2,, iv\d^i, r/12,. 

D'ailleurs o/, ne peut contenir aucun terme indépendant de //',, r, , u ,, 
01/',, o^\, Oiï^',, car, si l'élément rfcj, ne renferme aucun courant pendant 
toute la durée du temps r//, il ne pourra donner lieu à aucune induclioil en 
l'élément c/ts. Donc les quantités 

Aj, Bi, ..., Kl, Lj, Ml, ^1 

sont des fonctions linéaires et homogènes de i/', , p, , kv\. 
Les égalités du type (i4) montrent que les (piantités 



Ui (w'i, i- 
Vi (ii\,^ 






sont des fonctions linéaires et homogènes des sept quantités 

u\da,, i\dil,, sv\dil,, 
èu\d^i, èi>\dili, èsv\d<2i, 
d^i. 
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Remplaçons cet élément dH par un autre élément, possédant les diverses 
propriétés que nous venons d'énumérer, mais ayant une structure homo- 
gène. Supposons que la conductibilité spécifique jr de cet élément soit la 



moyenne des conductibilités spécifiques -> -? -7,» • • • des éléments rftrr, rfcr', 

ucr", . . . 

I _ I rj ^/^ 

Imaginons que cet élément soit parcouru par un flux homogène et que 
les composantes ç, ^, y^ de ce flux soient données par les formules 

'^=f>S"''"' ^=nS'''"^' >'-^iS"''"^- 

Dans cet élément rffl, Tinduclion de l'élément rfcr, engendrerait un 
flux (O,^, X); nous admettrons que Ton a 

*=nS^"'''"' ""-nS^"'--' ^-fiS'^''"- 

Celte hypothèse va nous servir à démontrer le théorème suivant : 

Les quantités S/,, Sm,, ^n^ sont indépendantes de w, r, w, Sw, Sc^, Siv. 

Pour le système dxsdus^^ nous avons évidemment 

6/, — A ( w, r, \v) ôrt -h !K ^^ <', II') 0^ 4- . . . -h K ( ;/, c, iv) 6A- 

-h U(//, r, <r) 0^/ H~ V(^/, i', n*) or -|- W(//, c, iï')ô»r, 

a, 6, ..., A^ désignant ici les paramètres qui dépendent exclusivement de 
l'élément rfcr, et aussi ceux qui fixent la situation relative des deux sys- 
tèmes d'axes Ox^ O7, Oz, 0^x\^ O^Jn 0^z\. Les fonctions où nous 
n'avons fait figurer que w, r, iv peuvent dépendre aussi de a, 6, ..., A*. 
Pour le groupe dW dxs^ , les quantités a, b, ,. .^ k auront la même valeur 
que pour le groupe rfcnr^GT,; soit o^, la quantité analogue à S/, pour le 
groupe rfnrfcj,. Nous aurons 

ÔJ^, — A (9, ^, x) 0^7 -H H ( ?, 'j', %) 0^ -t- • • • -^ K (9, v}/, x) âA- 

4-L(9,^,X)o>. -hlVI(9,4/,x)^f^+ ^'(?»^»z)o^'' 
4-U(9,v{;,x)a9-^V(o,^,7j'5'i>-^W(9,^,X)ax. 

Fac. de T. - VII. B.3 
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Mais nous avons 

pVdt =o/,, 

L'identité que nous avons admise 
devient donc 

ou encore, en vertu de l'égalité qui définit R, 



K.= -.'' 



S 



ciil 



Si Ton remplace dans cette identité 8^^ et S/, par leurs valeurs, en 
observant en outre que 

on trouve une suite d'identités qui appartiennent à deux types différents : 
1° Les fonctions A, B, ..., K, L, M, N vérifient des identités du type 

2*^ Les fonctions U, V, W vérifient des identités du type 



(i6) 




S / u d^ r^l2 ivdil\cia au dÇJ 
\dïï' dil' ciiT) p "TTÎT 

L'identité (i5) nous apprend que l'expression 



A 



udÇl vdQ. Kvdil\d^ 



> — iTiTJ 



dil ' dil ' dil 
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est linéaire et homogène par rapport aux cinq quantités 

udil, xd% svdil, dil, — . 

P 

Il faut et il suffit pour cela que la fonction A(w, p, w) soit indépendante 
de w, p, w. Une démonstration analogue prouverait que les quantités 

B(w, r, «r), , K(w, t', ir), 

L(w, r, il'), M(//, r, iv), N(//, r,i»') 

sont toutes indépendantes de w, p, w^. 

L'identité (i6) nous apprend que l'expression 

/ // dil vdi2 svda \ dudil dil 

\ dil ' dil' dil ) dil y 

est linéaire et homogène par rapport aux six quantités 

Udil, Vdil, M' dil, dil, du dil, --. 

P 

Il faut et il suffit pour cela que la fonction U soit identiquement nulle. Une 
démonstration analogue prouverait que les fonctions V et W sont identi- 
quement nulles. 

On voit donc que l'on a simplement 

6/, =r A 6rt 4- B 0^ -h . . . -h K 6k -h L dl h- M d^x 4- N 6v, 

les fonctions A, B, . . . , K, L, M, N ne dépendant pas des variables «, v, w. 
VI. Résumons les résultats obtenus dans ce qui précède. 

La quantité S/| est de la forme 

(17) ^/, =: [ (A, 0<7 -h B, 0// H- -h K, 5A- 

-f- Li oX 4- Ml o/jL 4- N, 5v 

4- l; ài, 4- xM; ô/jLi 4- n; ôv, ) //; 4- v) 5//; 

4- ( Aj oa 4- B, 5^ 4- 4- K, 5A- 

4- L, 0). 4- M, ô/jL 4- Ni ôv 

4- l; ôx, 4- m; o>, 4- n; 5v» ) v\ 4- -^ de; 

4-(A5aa4-B3 0^ 4- 4-K, ÔA- 

L3 61 4- M, 6/x 4- Nj dv 

l; 61, 4- m; ô/jl, 4- n; Sv, ) ii-; 4- ^^ 6m\ j ^/«j, . 
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Les quantités 

A„ B( K,, Lt, M,, N(, L'i, M^. N',. O, <>, «JT 

jon( des fondions des seules variables 

a, b k. 

Par a, b, .. ., k, il/aut entendre 1rs paramètres suivants 



cosfr, ,r), C(>s(r, j), cos{r, 

cos(j-',, j:}, cos(.v\,y), cos(.r 

C0S(/;, jr), cos(y,,7), cos( I 

cos(î'i,j;), cos(s',,_v), cosi ,■ 



- T. t/ro, les lois de 
. :.,> linéaires, nous 

. IL'lmhollz; celle m^iiie 

. ;:* i»our représen\.cr à la 

^i\;uil Ox en un point tJe 

,. •.■ (.-«nfusion. 

sj. .!> i>el(2)(le R</Q,. Keniar- 
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CHAPITRE JL 

APPLICATION DES LOIS DE L'INDUCTION ENTRE CONDUCTEURS LINÉAIRES 



Il nous faut maintenant déterminer comment les fonctions 

\i, B,, ..., K„ Lo M/, N,, Li, m;., N;., t), 'Ç, ^ 

dépendent des variables qui figurent dans le tableau (i8) du Chapitre pré- 
cédent. 

Ces fonctions ne dépendent ni de la forme des éléments rfcr, rfcr,, ni des 
quantités 

//, r, iv, w'j, r'p ir',, 
du, (5i', OiVy dii\y (5i''j, oir'j ; 

on peut donc, pour déterminer ces fonctions, choisir arbitrairement toutes 
ces variables. 

Nous supposerons que l'élément dus^ ait la forme d'un prisme droit ayant 
une de ses dimensions ai dirigée suivant 0\x\j très grande par rapport 
aux deux autres, p, et yn ^^î sont dirigées suivant 0\y\ et 0,z', . 

Nous supposerons en outre que l'on ait 



' _ ^ -' _ > » 



Nous admettrons qu'un tel élément inducteur est assimilable à un élé- 
ment de courant linéaire ^ dirigé suivant O'^ x\ , ayant pour longueur a, , et 
traversé par un courant d'intensité 

Nous supposerons ensuite que l'élément dxs ait la forme d'un prisme 
droit ayant une de ses dimensions a, dirigée suivant Ox^ très grande par 
rapport aux deux autres, [i et y, qui sont dirigées suivant Oy et Oz, L'in- 
duction due à l'élément dxs^ y détermine un flux dont la composante, dans 
la direction Ox^ a pour valeur U,, en sorte que cette induction transporte 
d'une extrémité à l'autre de cet élément, dans le temps dt^ une quantité 
d'électricité 
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qui peut encore s'écrire, en vertu de la définition de 8/,, 

^Q. = ^ (3-/. 

Nous admettrons que cette quantité d'électricité est aussi celle que 
Vinduction de Vêlement dxs^ transporterait, dans le temps d(, d'une 
extrémité à Vautre d'un élément linéaire de longueur a, de résislance 

R = ^) dirigé suivant Ox. 

Ces deux hypothèses vont nous servir à déterminer, dans St», les termes 
qui dépendent de u^ et Sm'^. 

En effet, d'après les résultats obtenus au Chapitre précèdent, now 
devons avoir 

(i) R^Q, = af5/, — jrr/nr, [(A, o^i -h B, 8^ -f- H- K, ôA^ 

-hL, ôX -h M, Ô/JL +N,av 

-^ l; ^\, + m; ô^j -f n; ôv») a; -+- v) 5ii\]. 

D'autre part, si nous appliquons aux deux éléments rfcj, rfta, les lo 
Tinduction électrodynamique entre éléments de courants linéaires, 
aurons [Tome lll, p. 120, égalité (2)] 



(3) IWQi^ 



-î^ip 



>. 



2 



COS(/-, X) ('0S(/', x\) -h 



l4->. 



2 



cos(.r'j, j:*) l ^ a 



Dans cette formule, A représente la constante d'Helmhollz; cei' 
lettre X va figurer dans certaines de nos équations pour représt 
fois la constante d'Helmholtz et la dilatation suivant Oo; en un 
l'élément rfcr; le lecteur évitera sans peine toute confusion. 

Nous allons identifier ces deux expressions (i) et (2) de Rr/(^^ 
quons pour cela que nous avons 



cos ( /', x\ ) 
cos ( /•, x\ ) 



07, 



oy.s 



o(.J,a,) 



-COs(r, x) cos(x',, .r) -f- cos(r, y) cos(.r\,y) 
-cos(r, a7)dcos(x'j, x) 4-cos(/*, /) (îcos( oC'j, r ) 
COs(.r',,.r)(5cos(r, x) -+- cos(.r',,7) dros(r, y) 
- a 0)., 
:ra, dXj, 0(3, — ;3,(5fx,, <5yi — '/lOv,, 



COS(/' 

cos( / 
cos ( 
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'nos à 8l,, èm,, ^n,, qui sont 
'|ne l'on doit avoir 



=''. 



/ 



Ojt, O^, 



- égalités (c>) 

; ^. =) = «(. ^-.rfc,,). 



-cî. c) = d<^:xL. rf^.). 



> dv. 



■^ 


<?, 


*)> 


)S 


(?. 


:>'>, 


os 


< ?, 


= >. 
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En prenant rélcment dxs non plus parallèle à Taxe Ox, mais parallèle à 
Taxe O^ ou à Taxe Oz, on déterminerait de même Sm,, ùn^, 

Ces quantités S/, , Sm, , S/i, peuvent se mettre sous une forme très simple. 

Soient u^, p^, w^ les composantes du flux en un point de l'élément dm^ 
suivant les axes principaux de dilatation Ox, Oy, Oz de Télément dxs. 



Nous aurons 



//, == ti\ cos( ^r'i, x) "h i'', cos( r'i, a) -h «' 

i'j 3IZ //', COS(x',, V) -h i'j COS(j»'',, j) -h i»' 



cos(5',, .r), 
cos(3;, j), 



Posons 



»f'li= //'j COS(yj, 3) -\- t-'j COS( v',, ::) -f- <«'', C0S(5',, s). 



(1) 



I -h X /^i I — X /.r, - - .r 

U, =: 1 ■ w, 

2 /• '^ \ '* 

,. I H- X ij I — X /JT, — X 
Vi = î^ H I — î Il 



v, — r 






— r, 



(l'i 



2 /• 



/• 



— V 5,-3 \ ri— r 
— - i'i 4- -î iv, ^-4-^ 



__, i-f-Xtri I — X/x, — ^ Vi— V *.i 

\\i=— -in r— l-^-:^ — ffi-l- • \. • v,-\- 



%v 



2 /• 



/• 



/• 



/•= 



et nous aurons 



0/1 



3* 



[(5(U, ^d,) -h U, ^/r»T, 5X], 



(5) 



' o//* 



5« 



-[o(V, r/»!i,)+ V, rfcj,o>]. 
2 



Telle est la forme très simple sous laquelle peuvent être mises les lois de 
l'induction électrodynamique lorsque l'on prend à chaque instant pour 
axes de coordonnées les axes principaux de dilatation de l'élément induit. 

Ce choix particulier d'axes de coordonnées peut, dans certains cas, être 
incommode ; nous allons donc chercher les formules que Ton doit substituer 
aux formules (5), lorsque l'on prend pour axes de coordonnées trois axes 
rectangulaires quelconques O^, Oy], O^ assujettis seulement à demeurer, 
pendant le temps dt^ invariablement liés à la matière qui forme l'élé- 
ment rfcT. 

Le flux qui parcourt l'élément dxs^ a pour composantes, suivant 0$, 

Or., O^, 

. Q, — //i cos(J, œ) -+- s\ cos(t, y) 4- \\\ cos(f, z), 

(6) ^ '!,=: //j cos(y), .r) -h Tj eos(Yî, j) H- sy\ cos(y), 3), 

' Xi = ''i<*os(^» '^) -+- i'iCOs(C, v) -f-(riCas(Ç, z). 
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Soient ôL,, oM,, o}s^ les quantités, analogues à S/,, o//?,, S/*,, qui sont 
relatives aux axes O^, Orj, O^; on voit sans peine que Ton doit avoir 

. 6L, — o/, cos(;, ,r) -+- onii cosiç, y) ■+- ôhi cos(£, c), 

(7) < oM, -- o/icos(tî, j-) -h o//j| cos(tî,y) 4- ô/i, cos(yî, cK 

^ oXi — o/| cos^^, jr) 4-ô/w, cos(C, y) H- ô/<, cos(ï, c). 
Posons 

2 /• 2 \ r ^ /• ^ r ^ / /•* 

/«\ ^ tt^ '-+-^' 4^1 ^ '-->-/ ti — ç ^ ^ TOi — r} C— Ç \ ri, — Yî 

j 2 /• 2 \ /• ^ /• ^ /• '- / /•- 



2 /• 2 V /• ^ /• ^ r '" 7 /•- 



cos 



Nous verrons sans peine que Ton a, en vertu des égalités (4) et (6), 

; <I>, --U, cos(4, x) -hV, cos(?, j)-+-\V, cos(5, z), 
(9) ^ ^'i— U,cos(yî, j:-) -h V, cos(to, r) -+-W,cos(yî, ;;), 

' X, =^ U, cos(Ç, jt) -h V, cos(Ç, j) -h W| cos(C, :;). 

D'ailleurs, eomme les axes O^, Oy), OJ^ sont, comme les axes Ox, Oy^ 
O2, invariablement liés à l'élément rftar, les neuf cosinus 

s(£, jr), cos(£, /), cos(£, c), 
cos(rî, ^), cos(to,j), cos(yî,5), 
cos(Ç, :r), cos(Ç, 7), cos(Ç, -c) 

demeurent invariables pendant le temps dt^ en sorte que les égalités (()) 
permettent d'écrire 

/ ô(U,^cy,)cos(£, œ) -+- â(V, rfcr,) cos(;, j) 4- (5( W, rfcj,) cos(5, z) ~3(<^, c^gj,), 

(10) I â(U,t/cj,)cos(y},^) -f-d(V, t/nT,)cos(y},7) -h ô(Wi t/cj,) cos(yî, 5) = ^C^Ti t/ny,), 

( a(U,c^cyi)cos(Ç, j:-) -+-(5(V,é/cj,)cos(Ç, j ) 4- ^C W, t/cj,) cos(C, c):i--ô(X, r/nr,). 

Considérons la quantité 

U, cos(Ç, ^) 5X 4- Vj cos(?, j) ôfjL 4- W, cos(^, z) dv. 
Nous pourrons l'écrire, en vertu des égalités 

I U, =^1 cos(ç, :r) 4-^, cos(yî, a-) 4- X, cos(C, cr), 
(g bis) < V, =:<^, cos(?,j)4-y, cos(yî, j)4-X, cos(C,7), 

( Wi 1= <^, cos ( Ç, 5)4- W, cos(yî, z) 4-X,cos(Ç, c), 

Fac. de T. - VIL B./| 
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qui se déduisent des égalités (9), sous la forme suivante 



(m) U, cos(2, j?) aX -h V| cos(^,7) ôfji -h W, cos(ç, 5) (îv 

:- <^j[C0S-(^, a:) dX + COS'(£, r) â/JL 

-^-^^[cosC^, •^) cos(yî, x) 5X h- cos(?,7) cos(yî,7) i/x 
H- \,[cos(£, jt) cos(Ç, jt) 5X -h cos(J,7) cos(Ç, 7) â|UL 



cr^^v 



COS{^, 5)C0S(t), 5> Sî^i 

COS(ç, z) cos(C, 



? 



^) 



^v] 



Soient /, gj h les composantes, par rapport aux axes OÇ, Oy], O^, 
déplacement éprouvé, pendant le temps dtj par un point matériel (^, y], 
appartenant à l'élément dts. On sait que Ton a 



lu 






-T.- - ros'(ç, x) 



o>. -hcos'(^,7) 



5/Jt 4- COS'(;, 5) 



3^ 



'A" 






= cos(;, x) cos(to, X) àl -h cos(ç, j) cos(ri,7) 3|jl -h cos(;, z) coscn, z) ôv, 
— cos($, x) cos(C, ^) «îX H- cos(Ç, j)cos(C, 7)dfx4- cos(2, c)ros(;, z) ov 



L'égalité (11) devient donc la première des trois égalités 

U, cos(5, x) ôX -f- V, cosC^jj)^/:/ -hWi cos(ç, z) ov 



-^ *' ^ 

U, cos(y),x) 5X -+- V, cos(yî,7)5/ji ■ 






(I?.) 



^ 






VV, cos(yî, z) ^y 



^, 



"^ -hX,^'-, 



^Y) 



U, cos(;, x) ôX -h V, cos(î,7)o//-f- W, cos(î, 5) ôv 



les deux autres se démontrent de même. 
Les égalités (5), (7), (10) et (12) donnent 



ÔL, - 



?R>* 



, rfro,) -i- 



(*' 






(i3) 



«F, ^«' 



X, 






ÔM.--^[5(»F,rfn,,)H-(*.^-J-t-V,^+X, 



ôN, ^ 






I* r 



rfro, ) + ( *i ^ 



«F, ^^: 



Ces formules nous donnent les lois générales de V 




A 



///. 



v„ 



' ' '/. 



' / 






^^S POINTS 



'/'. 



// 



/ / 



■'PNNES, 



n 



des 

la 

airex- oelle 



lisiens ^ oocflî- 
uglieder-ige Pe- 



signalerai troi^ ^ .• . 
fttiowxc articles 

...■'.rr°,r r^sr." *■•""'-' "" p™ 

"*eme sujet. 



! 
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dh dh 



à/ àf 

df df 

àg à^ 

-~ par -~ H- Gj. 

On voit alors que, lorsqu'on prend pour axes de coordonnées un trièdre 
trirectanglc fixe dans l'espace , on retrouve les égalités (i3) comme expres- 
sion des lois de l'induction électrodynamique. Ce sont les égalités données 
par M. H. von Helmholtz. 



SUR DIFFÉRENTS POINTS 
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THÉORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES, 

PAR M. X. STOUFF, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier. 



Des recherches récentes ont encore augmenté l'intérêt que présente la 
Théorie des fonctions fuchsiennes (*), et surtout des groupes dont les sub- 
stitutions peuvent être définies arithmétiquement. Le travail suivant con- 
tient différents points de vue. La première Partie renferme des complé- 
ments relatifs aux propriétés arithmétiques des substitutions, et forme en 
quelque sorte la suite des Mémoires déjà publiés sur ce sujet. 

La seconde Partie est un essai destiné à rendre plus faciles à saisir des 
propriétés bien connues des fonctions modulaires. Les principes de la 
Théorie de la transformation y sont exposés en faisant abstraction de toute 
considération arithmétique ou algébrique; la Géométrie de Lobatchefsky 
y intervient seule. Elle contribuera peut-être, pour sa part, à éclairer cette 
Théorie. 

L 

Dans un travail antérieur, j'ai considéré des groupes fuchsiens à coeffi- 
cients complexes, dérivant de périodes à deux termes (zweigliederige Pe- 



(*) Outre les travaux déjà cités dans mes Mémoires antérieurs, je signalerai trois articles 
de M. Fricke : Ueber discontinuirlixihe Gruppen deren Substitutionem ganze Zahlen 
eines biquadratischen Kôrpers sind, — Ueber die zur Verzweigung % 3, 7 gehôrendes 
Function. — Ueber ein allgemeines arithmetisch-gruppentheoretisches Princip in der 
Théorie der automorphen Fanctionen {Gôttingen Nachrichten; 1892), et un travail de 
M. Bianchi : Lineare Substitutionen mit ganzen Complexen Coejficienten {Mathema- 
tische Annaien; vol. XL). 

Les deux premiers Mémoires de M. Fricke, sur les groupes que l'on peut déduire du prin- 
cipe de Poincaré, sont antérieurs aux Mémoires de l'Auteur sur le même sujet. 

Fac, de T, — VIL D.I 
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riodcn, d'après la terminologie de Kummer) des racines/?'^"®* de riinité, 
et dans la formation desquelles interviennent certaines substitutions que 
j'ai désignées par Sy. La généralisation aux périodes quelconques est im- 
médiate. Elle présente cependant des circonstances curieuses. 

(a). Prenons pour coefficients du groupe les nombres du corps défini 
par les racines cinquièmes de l'unité, et pour Ij la substitution de pé- 
riode 4, 



j'aurai les relations 



(- 



- Z — I 

z -hi 



et, en posant 



on doit avoir 



±1 2 aj^ = — ay -4- bj -h Cj — djy 
±: 2 bp =2 — aj— bj-h Cj-h dj, 
db 2 Cj> = — aj -\- bj — Cj -k dj, 
zh 2 dj» =: — aj — bj — Cj — dj, 

o = yJ -+- yJ^ -+- y^P -^ yJ'^ 

dj=dj^ a,y» + â,y3 ^ a JS 

«1 -^ ?i -^ /i -^- ^i = o mod 2, 



ih2a3=z — a,4-(3,-+-y,— *!, a^= ôi, itz -aa, = — a, — (3, — y,— a,, 

it:2p3=-a, — p,-f-yiH-a,, (3^— — y„ ±2(3,— «i — Pi 4- y, — a,, 

=t2y3r= — a,-i-p,- yj-h(5„ y^— — p„ =t2y,i= «, -+. |3, _ y,— ô,, 

±2(53 = — a, — Pi — y, — ^1, ^4— «1, ±;2dî= — a,H-p,H-y, — d, . 

Le déterminant d'une substitution paire est 

l(«î + p;-^yî + 5î), 

et celui d'une substitution impaire, 

11 est donc impossible de définir un groupe discontinu en égalant à Tu- 
nité la première ou la seconde de ces deux formes quadratiques. 

En donnant à a^, p,, y,, S, toutes les valeurs possibles, on obtient un 
groupe improprement discontinu, c'est-à-dire ne contenant pas de substi- 
tution infinitésimale. Remarquons que multiplier une substitution par 
une autre revient à composer, d'après une certaine loi, les formes quadra- 
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tiques qui leur servent de déterminants. Nous possédons donc une compo- 
sition de la forme |(aj -»- Pî -+- yî -H Sj), somme de quatre carrés positifs 
isomorphe de la composition de la forme ad — hc avec elle-même. Cette 
dernière est la somme de deux carrés positifs et de deux carrés négatifs. 
Cette circonstance paraît digne d'être observée. 

(6). Prenons pour coefficients les nombres du corps défini par les ra- 
cines septièmes de Tunité, et pour 2y la substitution de période 6, 



en posant 



654-3 





V' 7' 3/ 


aj- 
bj- 

Cj- 


»ij + «jy'-+- «»y'+ «*y*-t- «.y S 

|3.y + i3,y'-HP.y'+(3»/*H-(3.y', 

yiy + y»y' + yjy'-+- yu^-^ yu'> 
:a.y+5,y'+3,y»+d»/+d.y», 



on obtient, par le changement dey eny% 



-^«5- 


6a,— 


7^1-^ 6yi 7^1» 




a^ - — 20 a, 4- 28(3,— i5y, 4- 2iâ,, 


-^p.- 


3 a, — 


3?!-^ 3y,- 3di, 




P^~ i2a,4-i6(3, 9y,4-i2d„ 


^y.= 


— i4ai4- 


V(3,-i2y,-M4^„ 




yv — 35a, — 49P1 -+- 25y, — 350,, 


-^«.= 


— 7ai-+- 


7(3, 6y,-h 6ô„ 




^4 2ia, — 28(3,4- i5y,— 2od,, 


-^«e- 


'*7«i 


42p,-h i8yi — a8(5„ 




a, . — 20a, 4- 35(3,— i2y, 4- 21(5,, 


-^Pe 


i8a,— 


27(3,+ i2y, — i8(î„ 




P,_ i5a,4-25(3, 971+ '^Oi. 


-^•y.- 


— 42 a, -h 


H^Pi- 2771+420,, 




y,z=: 28a, — 49?i-+- i6y, — 28Ô,, 


±:^*- 


— 28a,4- 


42(3,— i8y,-h27Ô„ 




ôj 2ia,— 35(3,4- i2y,— 20(5,, 






-+- as 6 a, — 


■ 4(3 


i-+-3y, 7^,, 






-i-(3, 6a,- 12(3, 


i4-3y, 6d,, 






-^ys— 7«i-+-- 


vP 


i 3y,4-75„ 






H- âj — 7 a, 4- 1 


i4P 


, — 3y,4-6d,. 



Le déterminant d'une substitution paire est 

— 98aÎ4-294a,(3, — 28a,y,4-i89a,a, — ^Pî-io5(3,y, 

- 294(3,0,- 42yî 4- 28y,ô,-98(îî, 

et celui d'une substitution impaire 

56aî-i68a,p,-26a,y,— iiia,y,4-H^(3Î4-i89(3,y, 

4- i68(3,d, 4- 24yî 4- 26y,d, 4- 565}, 
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Chacune de ces formes quadratiques est une somme de quatre carrés, 
comme dans le cas précédent; on ne peut donc définir un groupe fuchsien 
en les égalant à l'unité. 

(c). Les remarques précédentes nous conduisent naturellement, étant 
donnée une forme quadratique quaternaire, et une formule de composition 
de cette forme avec elle-même, correspondant à la multiplication des sub- 
stitutions linéaires d'un groupe, à discuter le nombre des carrés positifs et 
négatifs dans lesquels on peut la décomposer (*). J'envisage la forme 

^ (a-, j, 5, u) = A (jr« -4- //') -h A'7'4- A^^'-i- (B j -h Cz) (a- — m) -+- I).r« -h E75, 



_A _ V 
A'"^ A 



C 
5' 



A(D-hE)=rBC, 



étudiée dans un travail antérieur; l'équation en S correspondante est 



3 A -S 
B 
C 
1) 



B C I) 

2 A- S E — B 

E 2 A" -S — C 



B 



C 



2 A — S 



r= O. 



Kn ajoutant la dernière ligne à la première, on reconnaît que D -4- 2 A est 
racine : après avoir supprimé cette racine, en ajoutant la dernière colonne 
à la première multipliée par — i , on obtient l'équation 



2A'-S E 

E 2A'^-S 



-B 



-C 



~B 

-C 

2A — D — S 



o, 



qui n'est autre que l'équation en S d'une quadrique : cette équation ayant 
toutes ses racines réelles, le théorème de Descartes en fera connaître im- 
médiatement le signe pour une forme donnée. 

Les racines des mineurs non principaux du premier ordre égalés à zéro 
ont respectivement pour valeurs 



~(2A-E), ^(2A-E), 



— D — 2A, 



et peuvent servir à séparer facilement les racines. 



(ï) Comparer PoiNCVRé, Fonctions fuchsiennes et l* Arithmétique {Journal de Liou- 
ville; 1887). 
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Mais réqualion présente une particularité importante. Si Ton développe 
le déterminant de neuf éléments qui précède, le premier terme de l'équa- 
tion est — S' et le dernier (D-f- 2A)(E + 2A)^. Donc, si D -f- 2 A est po- 
sitif, l'équation en S présente un nombre impair de variations; si D -h 2 A 
est négatif, elle en présente un nombre pair; comme conclusion la forme O 
est décomposable, soit en une somme de quatre carrés de même signe, 
soit en deux carrés positifs et deux négatifs. Les formes qui correspondent 
au dernier cas engendrent, par leur composition avec elles-mêmes, des 
groupes discontinus. Par exemple, la forme 

donne lieu à l'équation en S 

(S — 1) (S' — S* — 120 S — 100) =zo, 

elle a deux racines positives et deux négatives. La forme est donc décom- 
posable en deux carrés positifs et deux négatifs (*). 

(d). Voici un procédé par la recherche des substitutions Sy. 

Supposons pour fixer les idées que l'on emploie seulement des périodes 
à deux termes, y étant une racine d'indice/? de l'unité. Soit Fwy(:?) une 
fraction linéaire de la variable ^, dont les coefficients contiennent, outre la 
racine y, une racine n^^"^"^ de Tunitéw; prenons, pour éviter toute diffi- 
culté, n premier avec/>. Soit X une racine primitive de /^; g(a(z) une frac- 
tion linéaire, telle que la substitution [^^g(ù(^)], q^^ j^ désignerai par T^o, 

soit de période ; soit S^^ une substitution linéaire, telle que 

de plus, on a 

1 0)* ~^^ 3(1) 1 o) &a)' 

T(o et Sa, contiennent dans leurs coefficients o), mais ne contiennent pas y. 
Supposons Ftaj{z) déterminé, de telle sorte que 

L'équation 



(») Quant aux irrationnelles qu'il faut introduire pour obtenir le groupe fuchsien corres- 
pondant, consultez le Mémoire : Sur la composition des formes quaternaires, etc. (An- 
nales de Toulouse). 
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(lélinit alors une substitution linéaire (j, :;'), (jui repond à la définition des 
substitutions 2y. Cette équation se transforme en une équation équivalente 
(juand on change eu en od^ : donc la substitution ( j, ;;') ne contient pas (u. 
(e). Afin d'élucider la notion des groupes isomorphes avec eux-mêmes, 
pour la formation desquels je n'ai encore employé que des substitutions 
transformantes rationnelles, je vais donner un exemple de groupe défini 
par une substitution irrationnelle. Soit j une racine cinquième de Funilé, 
posons 

j'fmploie la subslilulion Sy. 



V _, . ^IJirii — 0-4- YJi— Yit \ 
—y — l -• r h 



dont le déterminant est — 0. Kn imposant à la substitution 






U coodilion connue, on obtient les èi]ualions 









f " 



aient ovnnjvitibK^. 

l^rr^ r-:l**J-:<^ '«lire le^ entiers î^^ près^MUent s\mis une forme bien plus 

,^ -.' --^ TZe*- t^'j-iiue U >uh>lilution IrAU^fomunle t^l rAlionnelle: il v 

':i' tî z»^ zzrr ziS^Tffkc^ ej^seutielle: le ^^txmijv d^-s sxil\slilulion5 S^ est dis- 

. ^.* ^1 rr'.'^'î 'i^ 5c:b54iîutxHi< S .,. et e*'^ ct^m^jv^? lH^ s^imU même pas gè- 

.vrTrajrtBï'.a^: rioLJL-^îss^^rabieîs. l>àns le ojis J^^ne sulv^lilulk^n IransfonoMinle 

-vr^.ca»n>. *-:l viar-iîr-r. ces ieu\ ^iprvMiivs $»ihU uK^Uiques. 



A-jH- \ x^ - Vi^ - \* .^ 
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nij /^, /?, q^ r, s étant des nombres commensurables. Six nombres com- 
mensurablcs interviennent donc dans leur formation par voie additive. Le 
groupe de Galois des racines d'une équation du troisième degré est, comme 
on le sait, isomorphe au groupe d'une double pyramide triangulaire régu- 
lière. Le Tableau suivant indique la correspondance des substitutions des 
deux groupes 

•3^1» ^8, ^î; {zy -)» ^ï» ^zy ^1; (-> :r^'_^~7)' -^3» -^i» ^«î {^^ ~~r~ )' 

X,, Xxy x^\ (5,-- z -f-i), X3, J?„ j-, ; U, - j, ^„ j:-,, jtj; f;;, r^T^)- 

Formons une substitution linéaire, dont les coefficients soient les nom- 
bres du corps défini plus haut, et telle que chaque permutation des racines 
équivale à la transformation par la substitution linéaire correspondante du 
groupe de la double pyramide. Les coefficients contiennent en tout vingt- 
quatre nombres commensurables. Ces nombres s'expriment d'ailleurs au 
moyen des coefficients et de leurs conjugués à l'aide d'équations linéaires, 
dont le déterminant, comme il est facile de le voir, n'est pas nul. Les coef- 
ficients et leurs conjugués forment un total de vingt-quatre nombres liés 
par vingt-quatre équations. Mais quatre de ces équations sont des iden- 
tités. Elles correspondent à la face de la pyramide triangulaire qui répond 
à la substitution identique. Ainsi la substitution assujettie à ces conditions 
contient quatre nombres commensurables arbitraires. 

Afin d'éviter des difficultés, ne considérons qu'une équation dans laquelle» 
le coefficient de x^ est l'unité. Ne prenons comme coefficients que les 
nombres entiers du corps. Les substitutions obtenues, en égalant à l'unilé 
le déterminant des coefficients, formeront un groupe discontinu. 

Le système des modules 

I, J^i, J7j, «^1) "^î» JC ^x^ 

présente l'avantage que toute fonction entière, à coefficients entiers, des ra- 
cines de l'équation du troisième degré se réduit à la forme (i), sans intro- 
duction de dénominateurs; mais il se prête mal au calcul algébrique, faul(» 
de symétrie. Nous lui .substituerons le système de modules suivant : 



formé de rcnst*mblcdi.'sdifiï'remcs valeurs que prend une fonction des ra- 
cines [Kir le groupe de Galoîs de Téquation pro(>oséc. SoU 

une subsUlulion du groupe 

* = 2 f'> '•'>• 

*^~ 2 "Ay ï'V' (< = i. a, 3). 

on inmvo iiisémenl les formules 

Le calcul du tlélorminant ad — /«■ serait assez complitpié sans la remarque 
suivante. 

i ne substitution à quatre variables «, t, c, d, 

a in — ami/ — Ôny + cm/J + dnp, 

b in — (!/«/ — fty* + c/>' + dpij, 

c in amn h- d/»* — cm' — t/mn, 

d in anp -t- ftwy — cmp — dmq, 

ollecluée simultanément sur les variables a, h, c, d cl sur les variables a' , 
h\ v'. d'. ne change pas la forme bilinéaire 

a<l' + tin' — bc'— ch'; 

on en conclut i[ue l'on a toujours 

>,.,.„.v„.,„+„..,.,.,e,.„..,- ?«,„,/,„,/„ -?f»,j„ï,«.j., 
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Par suite, 



-4- 



i 

on a, en supposant Téquation du troisième degré mise sous la forme 
et, d'après les formules, 

«Il 5„ 4- a,i ô, t — (3,1 y„ — (3,1 yn 

= «îi + Pîi-*-yîi-+-^îi + «nPii"air/ii — Piiyii--Pii^ii-Hyii<îii» 

3c,,o„-4- «uÔh— (3,,yi5— yn(3ij = ± (2anyn-+- 2aii5i,-+- 2(3nyH), 

«îi Ois -+- «u ^îi — Pîi yiî — yji Pu 

= =tz (— (3*1+ (5îi— 2an(3|,4- ai,yn-H «ii^îiiH- (Snyn 4- ^uôn-f- 2yii(îjt), 
«,,3,,-+- (îua„— (3nys,— yii(32,= ± («J, — (3îi — yJi 4- dj, 4- «nyn— (3ii(Îm), 

V )./y = — la} c -\' a} b^ -^ !\abc — 26' — 3c*, 



'/ 



Zu ^U ^i+i'J = ^^^ "" ^^'» 



'/ 



7; ^/j lit = ^'c — 3a^c 4- 3c', 

Zi ^/i^/+î.î — 3 c', 

2 ^/t ^ /H-i.i = 3 c' — 3 a^c 4- ^^ 

D'après ces calculs, on a, entre a^, PhîToj ^m l'une ou l'autre d(»s 
deux relations 

— 2abc 4- 6') aj, 4- (4«^c — ^'— 9c') (3* , 4- (4a^c — ^'— 6c-) yji 
4-(— 2flr6c4- ^'4-3c»)(îîi4-(a^c — 9c')an(3n 

4- (2a'c — 10 abc -{- ^'4-i5c') anyu4- (a'^'— 2a/>c — 2^*4- 6c') «n 3,, 
-*- (^a^c — a^b*'— Il abc -^ 2^'4- i5c') (3,,y,, 

4- (2afrc4- 3c'— ^')(3ii<5,, 4- (a^c4- 3c') y,,<în — i, 
Fac, de T. — VII. D.2 
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^^^vj'.t^V - oo* - ^*^4- jen^n(ci/>c-4-3c«)4-aiiyii(8a6c — art*c-HA* — 9C*) 
'* «^NïV - -i'**** ^ io«iAo4* ti*6*— lac*— a A*) 

^-yii*ii(«^ — 9^) = «; 

isn^r Ia ïvMmiâlkm du 5rr\^u|H\ on prendra des nombres commensurables 

A . i, .. ^\.* î.»* ^Ikfaîsant à l*une ou à Taulre de ces deux relaUons«et 

î.^^ ^;>i* k^ itvMttbn*^ «I* h. i\ «/^ rêiluits au système de modules ^i V soient 

.^.-s x^*î.5irc^ vîu vvrjv^ c\^t-à-iîire ne contiennent que des nombres entier? 

.^/•T.'^ îi?: TJLxlîi^^cîicAtour:? des miniules. Ces cimditions reviennent donc à 

^r^?:?: ,rxx vX'rta.itt s\^ème de concruenees. 

^ .. M Frjckv' JL bien vvmUi m'indiquer une ^^nènilisation des résultats 

;vvr^-Tï>^ ^ijtxs I»: paracnij^he prwtnient. On ^H^ut obtenir, en partant des 

LO/s /.^Tv^ <\juat;'^n v!u quatrième decrv, toujours par TapplicatMO du 

.•:f^,* ycv.v^v. .tv^ 5:rvni|vs de substitutions Unèairt^î^ à coefficients coai- 

o^x.-^ c*:; jx'rr.v^^t *r.t ;;:ve vîivi>ù^n re^ralièrv de Pespace en polTèAvs. 

'•• ••:''•«.: v*.x .:*: cv-^Jk;-.»;?;.-; ii-^i^. -r , -r*. -r,, r. <»os quati>^ raci*«^ Po^ 

> » , ^^ ?:r r»:.Tjf.>.-v rx; vox: sr rroTv^'-r.ifT votr U i;»ns&e 7* — iz* — i*** 

■» • ■• « 






* -Il • 



^ ' , * '-. •- r =: ^ f*. ., "i. ,^ 
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La grande complication des calculs ultérieurs m'oblige à remettre à lus 
tard les résultats généraux relatifs à ces groupes. 

Voici des groupes plus simples : partons de l'équation 



it étant un entier réel ou complexe de la forme a + bi, et déterminons les 
substitutions de déterminant r, et dont les coefficients appartiennent au 

corps engendré par n' et /, telles qu'en y remplaçant «' par //i', la substitu- 
tion éprouve la transformation par la substitution de période 4 (s,- _^^ ' j, 
nous trouverons que ces substitutions sont de la forme 

s(-|3 + «,«* + «.«*) + «-.>,«* + .«.«' 

a, p, «, , «, sont quatre entiers de la forme a + bi, entre lesquels on a la 
relation 

a'H-|3'-4na,«,= i. 
Soit 



on a les relations suivantes entre les substitutions 
( , iiÈ^Zl±A\(, ■Zl\( - -"*-m-"* \/. =(n-.)j*-n-(i-.) J \ 



Les considérations empruntées à la Géométrie de Lobatchefsky pa- 
raissent présenter quekjuc intérêt pour la théorie des fonctions modu- 
laires (•). 

Nous appellerons droite un arc de cercle orthogonal au cercle fondamen- 
tal, distance de deux points, la L de la droite qui joint ces deux points. 

(<) Comparer PoiNCAné, Acta mathematica, t. IV. 
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Tout cercle qui a des points à l'intérieur du cercle fondamental sera 
considéré comme un cercle non euclidien. S'il est tout entier intérieur au 
cercle fondamental, il existera un point fixe dont les distances non eucli- 
diennes à tous les points de ce cercle seront égales entre elles. Dans le cas 
contraire, on dira que le centre du cercle est imaginaire. 

D'après les travaux bien connus de M. Klein, l'invariant absolu J de la 
forme biquadratique binaire qui sert à définir un système de fonctions el- 
liptiques est une fonction fuchsienne du rapport z des périodes, et son plan 
se représente conformément sur un triangle mixtiligne/aoMPM'/oo(yZ^'. i ), 



«or 



Fig. I. 




formé par deux parallèles à l'axe imaginaire à la distance ^ et par un arc 
de cercle qui les coupe sous un angle de 3o^. La fonction J (z) reste inva- 
riable par toutes les substitutions du groupe 






(«d-(3y = i), 



et la fonction J ( - ) par celles du groupe 




{ccd-^y = i); 



ces deux groupes ont un sous-groupe commun F, c'est le sous-groupe du 
premier défini par les congruences [3^y==^? "^^d 2. F admet, comme po- 
lygone générateur, le polygone laoMBNPCM'/oc (yZ^-. i), dans liniucl 
Wico est transformé en M/oopar la substitution S^, IJM en BM" par une 
substitution S^, CM"' en CM" par S3. Ces trois substitutions sont parabo- 
liques et leur produit S^ S^Sg est égal à l'unité. 

Afin de ne pas faire jouer au point «oo un rôle spécial, envisageons la re- 
présentation sur le cercle fondamental. Soient A, B, C les points doubles 
des trois substitutions S,, Sj, S3. Soit D le transformé de C par S,; néces- 
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dans \9i fig. 2. Les points correspondants dans la fig. i aux autres points 
de la fig. 2 se construisent alors aisément. 

Le triangle ABF, étant de même nature que le triangle ABC^ peut se 




décomposer comme lui en polygones analogues à taoABA'/oo, qui déter- 
minent le groupe de Tinvariant J(-)- Nous allons démontrer que les 

groupes résultant de la décomposition du triangle ABC ou du triangle ABF 
admettent tous deux comme sous-groupes les groupes F et F', engendrés 
par S, et Sa ou par S, et S^. 

S, transforme AC en AD, et peut être regardée comme formée d'une 
transformation symétrique par rapport à AC, suivie d'une transformation 
symétrique par rapport à AB. De ces deux transformations la premiers 
change AF en AB, la seconde laisse AB invariable. S, peut être aussi con- 
sidérée comme le produit d'une transformation symétrique par rapport à 
AB, par une transformation symétrique par rapport à AD. Elle transforme 
donc AB en AE. Donc SJ transforme AF en AE et est égal à S', . 

De la symétrie des points A, C; A, D par rapport aux arcs BE, BF, ré- 
sulte, par un raisonnement analogue, que Sa est le carré de S.j. 

Or S,, S',, Sa, S'jj sont toutes des puissances entières des substitutions 
des polygones d'invariant qui ont leur point double soit en A, soit en B, 
et, par conséquent, les groupes F et F' sont contenus soit dans le groupe 

de J(3), soit dans celui de J (- )• 

Pour l'étude de la transformation du cinquième ordre et des transfor- 
mations d'ordre supérieur, nous n'emploierons pas la considération du 
sous-groupe distingué, mod 5, du groupe arithmétique, qui serait trop 



D.i6 
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rompliqijw. .renvisage le sous-groupe Ff j,^^^^^ — ^j> (aS — S^y = i); le 
pol y^oruî jrénéraleur de ce sous-groupe est 

Fig. 3. 



«.or 




'--<•.? t* *y,i:\ M ' /'x <;sl transformé en M/oo par la distribution parabolique 
* ; M M ' T'î Uanîîforrne en M' M" par une substitution hyperbolique S,, 
^ . « » li .-'/lit, l-r-r poinl»î de deux substitutions de période 2; S3 et S4, B est le 
ryyMjf i\i,u\,\t' d'une substitution parabolique S5. On a donc les relations 

\A',\t\Jtu^ i'urju't: (/iff.f\) la représentation sur le cercle fondamental: 

Fig. 4. 




j^oi<'iit |{, K, (!, I> b*H points doubles respectifs des substitutions S5 et S,, 
S^ ri S4. La hubstitution hyperbolique Sj, produit des deux substitutions 
dr prriorb* 2, S, rt Sj, a pr)ur axe la droite CD qui joint leurs points 
doubh'Hrl [unïv L b' driubicde Cl) (/if(- 4). La substitution parabolique 
S,, hiiivir d<* S;i, doit aussi donner S.^ pour produit, et, par conséquent, 

{ ') Ail ''ujrl ilr rrlliî ^iiiiplilicatioii, vuir lo Mômoirc de Klein : Ueber die Transforma- 
tin/i, rli'. (Math, Annaivn, vol. \IV); celui ilc Kiepcrt : Ueber die Transformation bei 
jusa/n/tn'n^u'vrfzfrn Transformationsgrad {Id.y vol. XXXII); Ueber Gewisse Verein- 
sarhini^'t'/i, rtc (Id.f vol. XXXVII): celui de Fricke : Zur Transformations théorie der 
l'Ilifftisrhvn Fitnvtionen (/d., vol. XL, p. 470- 
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laisser CD invariable. Je mène un cercle tangent à CD et au cercle fonda- 
mental en E. Ce cercle correspond, dans la fig, 3, à une droite parallèle 
à l'axe réel et le point I, où il touche CD, est évidemment le milieu non 
«Hiclidien de cette droite. La substitution S, correspond à un mouvement 
dans lequel CD reste tangent à cet arc et arrive dans une position finale 
CD'. 

Menons un cercle tangent en B au cercle fondamental et à CD. S5 dé- 
place CD' tangentiellement à ce cercle, et, comme elle doit ramener cette 
droite dans la position primitive de CD, il faut que CD' soit tangente à ce 
cercle. En suivant les deux mouvements, on voit que le déplacement ré- 
sultant du point I le long de Tare CD est le double de IH, et, comme la L 
de S2 est 2CD, CD égale IH. Soient R, S les points où les cercles El, BII 
rencontrent BE, O le milieu de RS. Une substitution de période 2, ayant O 
pour point double, transforme le système des substitutions S,, S5, Sj, S4 
en un système formé de S5, S, et de deux substitutions de période 2 ayant 
pour points doubles D' etL. Ce système de substitutions, étant identique à 
la situation près au primitif, dérive de la même manière que celui-ci de 
substitutions fondamentales d'invariant. Ce même système de substitutions 
engendre d'ailleurs un groupe contenu dans le groupe primitif d'invariant. 
Car les substitutions de période 2, ayant pour points doubles D' et L, ap- 
partiennent évidemment au groupe engendré parS^, S3, S4; etSjCtS, 
sont des puissances entières des substitutions de polygones ayant leurs 
points doubles en B et en E. Nous avons ainsi mis en évidence la commen- 
surabilité du groupe arithmétique avec l'un de ses transformés, ce qui est 
le point essentiel. 

Dans la transformation du septième ordre, les choses se passent d'une 
manière analogue. Les substitutions du polygone fondamental du groupe 

(z, ~T'\ (*^ — 7Pt ~ ^)' ^^^^ 21U nombre de cinq. S, et S5 parabo- 
liques, Sj hyperbolique, S3 et S4 de période 3, et on a les relations 

L'explication est la même que dans le cas du cinquième ordre; les deux 
substitutions de période 3 jouent le rôle des deux substitutions de pé- 
riode 2 (*). 



(*) Voir le Mémoire déjà cité de Klein {Math, Annalen, vol. IV). 

Fac. de T. — VII. D.3 
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IJiKî oludc ultérieure des transformations modulaires fait reconnaître 
(|U(î la raison {géométrique de ces transformations se trouve dans les théo- 
rèmes suivants, c|ui sont d'ailleurs connus. 

I. Si deux .substitutions elliptiques admettent pour résultante une 
substitution hyperbolique, dont Vaxe laisse leurs points doubles d'un 
nnUne côté, on construira cette substitution en menant la droite AB qui 
joint leurs points doubles A et B, et en menant par A e/ B des droites 
faisant a^'ec AB dun même côté des angles égaux à la moitié de V angle 
des substitutions elliptiques. La perpendiculaire commune à ces droites 
est l'axe de la substitution hyperbolique y et la Vi de cette substitution hy- 
perbolique est le double de cette perpendiculaire commune. 

II. Si deux substitutions hyperboliques admettent pour résultante 
une substitution hyperbolique dont Vaxe ne rencontre pas les leui^Sy on 
obtient Vaxe de cette dernière en menant la perpendiculaire commune 
à leurs axes, en portant y à partir des pieds de cette perpendiculaire et 
sur les deux axes respectii^ement, les {- L des substitutions hyperboliques, 
et en éles^ant par les points ainsi obtenus des perpendiculaires aux deux 
axes, La perpendiculaire commune à ces deux dernières droites est 
Vaxe de la substitution résultante, et la L de cette substitution est le 
double de cette perpendiculaire commune. 

III. .S/ deux substitutions paraboliques admettent pour résultante une 
substitution hyperbolique S, la L de S est le double de l'intenalle com- 
pris entre tes points de contact ai^ec Vaxe de S de deux cercles tangents 
à Vaxe de S, et au cercle fondamental respectiiement aux deux points 
doubles des deux substitutions paraboliques. 

l\ . Dans les fi\}is cas considérés précédemment , Vaxe de la substitu- 
tion résultante et celui de sa transformée par une des substitutions com- 
posantes sont symétriques par rapport au centre des deux substitutions 
composantes, dans le cas où ce centre existe. 

Nous sommes ainsi conduit par induction à admellre que les choses se 
passent comme il suit, dans une transformation de dei^ré premier />. 

Doux des cycles du polyirone fondamental sont formés par deux substi- 
tutions paralnUiques S, cl S* ayant Ieui*s points doubles en A el B (/ig. 5), 
ol une substitution hy|HMl>oliquc Sj ayant pour axe CD et pour L 2CD. 
Dans lopolyjjone {générateur d'un gixiupe fuchsien chaque substitution in- 
lervienl précisément dans deux cycles. S, intervient donc dans un auti*e 
cycle cl dans co cycle seulement : elle est la résultante de deux substitutions 
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égales S,elSs, qui peuvent être de période 2 (^ = 5), de période 3(/> = 7), 
Iiyperholiqucs (/> >■ 7)- 

Fig. 5. 



Pour /> > 7, fes axes de S, et de Sj sont disposés symétriquement jcir 
rapport lï la droite AC, de sorte que, si E et F sont les pieds sur CD des 
perpendiculaires communes à CD et à ces axes, C est le milieu de EF et 
CD égale EF. Il résulte de cette disposition de la fig. G que les symétriques 



de Sj, S,, Sj, par rapport au point O centre des deux substitutions para- 
boliques S, etSj, leur sont congruentes par rapport au groupe du polygone 
fondamental. Une substitution de période 2, ayant pour point double O, 
est donc permutable avec le groupe engendré par S, , S^, S,, S^, S3. 

Si/>>'7, S4 et Si appartiennent à de nouveaux cycles: l'explication pré- 
cédente est donc insuffisante, et il faut encore montrer comment les symé- 
triques des substitutions de ces cycles, par rapport au point O, leur sont 
congruentes. 

Ici intervient un nouveau fait géométrique, qu'on peut appeler la 
disiribulion symétrique des éléments des substitutions. Les angles tlu 
polygone fondamental autres que ceux qui sont nuls n'étant jamais infé- 
rieurs à -=-. il n'y a pas de cycles contenant plus de trois substitutions. 
Supposons que S, appartienne à un cycle contenant deux autres substitu- 
tions elliptiques. Soit P le pied de la perpendiculaire commune aux axes de 
S, et de S,. 

La distance de P aux pieds des perpendiculaires abaissées des points 
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doubles des deux substitutions elbptiques sur Taxe de S4 est un multiple 
de la ^ L de S». Dans les autres cas, on a des théorèmes analogues. 
Exemple ; jo = i':î (*). — Les substitutions génératrices sont 

^6— -^7— -^8— -^S-—'* 

Los axes de S3 et de S^ sont respectivement représentés par les équations 

j?*-4- >' — i3j7-h i3=io, 
j7'-h^* — 8j:-hi3=io; 

la perpendiculaire commune à ces deux axes est représentée par ré(|ua- 

lion 

^'-hj2— . i3, 

* /^ 
et passe précisément par le point double de S^, qui a pour affixe — • 

Les considérations précédentes peuvent s'étendre à d'autres fonctions. 

Les côtés du polygone «qoMAM'/qo se correspondent deux à deux 
M /ao et M'/oo par une substitution parabolique, MA et M'A par une sub- 
stitution de période 2 {^fig- 0). 

Le produit des deux substitutions génératrices est une substitution de 
période 4- 

Formons le polygone /x)MBM'CM"DM'"/oc, dans lequel M'foo est 
changé en M /oc par une substitution parabolique S,, BM en BM' par une 
substitution parabolique Sa, CM' en CM" par une substitution S3 de pé- 
riode 2, DM" en DM'" par une autre substitution de période 2, S4. Le pro- 
duit SjSg égale S4S3. Comme tout à l'heure pour la transformation du 
cinquième ordre, envisageons deux cercles non euclidiens tangents à CD 
en 1 et H, et ayant leurs centres à l'infini, l'un en B, l'autre en E, point 
double de S,. On voit que IH = CD et que le point I est le milieu de CD. 
il en résulte qu'une substitution de période 2, ayant pour point double le 
milieu des deux points où les cercles non euclidiens rencontrent BE, donne 
un système de substitutions égal au système S,, Sa, S3, S4, dérivant des 
substitutions primitives et pouvant se déduire de certaines transformées 
des substitutions primitives. 



(*) Se reporter à la figure qui se trouve dans les Math, Annalen, t. XIV, page 187, en 
supposant les douze triangles de gauche transportés à droite. 
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Dans ce Travail, je continue les recherches sur la théorie de la Lune 
commencées dans un Mémoire précédent {Faculté de Toulouse^ t. VI). Je 
calcule avec la même approximation que Delaunay les coefficients des 
inégalités de la longitude de la Lune, qui ne dépendent que de la première 
puissance de l'excentricité de Torbite de la Terre. 

Ces coefficients sont en désaccord avec ceux de Delaunay à partir du 
huitième ordre inclusivement, toujours, et quelquefois même à partir du 
septième ordre. 

Comme précédemment, j'ai employé, pour obtenir des résultais tout à 
fait certains, deux méthodes absolument distinctes, que je vais exposer 
brièvement : ce sont les mêmes que celles que l'on trouve dans mon pre- 
mier Mémoire, mais étendues au cas où l'on suppose que l'orbite du Soleil 
autour de la Terre est non plus une circonférence décrite d'un mouvement 
uniforme, mais une courbe plane connue, parcourue suivant une loi déter- 
minée. 

Le problème à résoudre s'énonce toujours de la même façon, à celte mo- 
dification près que je viens de signaler; toutes les autres hypothèses sont 
conservées. Je conserverai aussi les mêmes notations, observant seulement 
(jue le rayon vecteur r' du Soleil sera non plus a', mais a' (\ -+- p'), et que 
sa longitude v\ comptée dans le plan du mouvement, sera non plus M', 
mais N'-f- X'; par suite aussi, l'angle H représentera v — v* et non v — N'. 

La fonction des forces devient, avec les hypothèses faites, 

M|^-^^-^ -,-rMi-+-3cos2H)J. 

Fac. de T. — VII. E. I 
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r -'1 



2W'* -7tCOS4 






i» «'* Tw \ ï5 rfp- c^t' 27 dv d^\' dv' 3 6^(^* d^v' 

—~ *x n ' Pftç 1 H I -I— - — 

^,3COS2n y ^ ^^, ^^^ ^ 4 ^^ dl^ dt 2 ^/^ r//^ 

dr' 



27 rff' ^^ ^(' 



,, a'» . „ 21 ^r c^c III (d''K\' 33 ^c^ 






5Z^ ^7 



^' ^ _ 9 „ ^ 6^^ 243 ,^ a^« 



^/* ^^* 8 r'^ dt^ 256 

81 t/r drv dt di 

"8" ^ di^ ''r^ ~^ ^ di^ 



/dry ^V'I 

'' \"ô^/ 9dv^ dtyl 
* ■ /•'« 4 ^/* /• ~J • 



A' et p' sont des séries trigonométriques procédant la première suivant les 
sinus, la deuxième suivant les cosinus des sommes des multiples de certains 
arguments connus, de sorte qu'on peut écrire 

X'rrlXpSinVpS p'= 2p^cosV,y, 

la symétrie des séries trigonométriques étant, je le dis une fois pour toutes, 
toujours conservée. 

Faisant alors N = /i^ ~h p©, p = N -h X, K — N — N', et appelant G un 
argument convenablement déterminé de la forme ^/ -f- cj, X sera une série 
trigonométrique, procédant suivant les sinus des sommes des multiples des 
arguments K, G, V^; de sorte que je poserai, en désignant d'une façon gé- 
nérale par \p ces nouveaux arguments. 

Le coefficient du temps dans V^ ou V^ sera désigné par nkp ou A/Ay, de 

façon (juc le rapport — = m figure seul à la place de n et /^' dans les é([ua- 

tions. 

Si, maintenant, l'on développe le second membre de l'équation précé- 
dente en série trigonométrique procédant suivant les sinus des arguments 
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V^. Cl que l'on cf,'ale à zéro le cofffirii'iil 4I1' sin V^ ( V^ t'-lanl 1111 argument 
(|uelcon<]uc), on obtient l'éiguiitiuii {générale érrite ci-dessous, propre à dé- 
terminer par approximations successives chacun des coefficients X-, 

o-f.,.{Ai.-kl) 

ï^, ■?,,.--...-¥,,; . ... - V,+- =V -^-|î-P,ï-P.('^'t>/;;,— 'j'*r,*,', — -')/■>/-;,) 

+ À;,, h... >.„. (A>, /.,.,/.}., - V '>, ^,', f^p. 
-^ '•p^'^p^'•p^^•|'^f-p^\. ~~'*pi "Pi"Pt P* Ps' 

-,,m'ri — ,{s'-''-rio'-o'. — loo'.û' .û'. -I-...I 

> i'/.,ii'?.)-r->,„>,.(3*„'-;.> 
-f-/.„',.,),.(-!*„,i>,';,)i 

. mH.-Cf;,.— „p;,.p;,-5f,p\p,..p\-t...i 

^ fP,; (3 V,> + P»','i-.'9V, *'■' 

'-p;',>-;.,',-.'f.("v/>.'/..'>.ll 
-'"''l'--7p;,;-nSp;,;.p;,;-S'i?i;PJ;Pi.i+-l 
x\9,.;' ■ Vi»<V,)+P>,)-,.< -v.'',;*„)i; 

'.■,- V,;. -ï,_ «Kl '■ m'ï|i-0).,„-n8>.,.).„,-:3r,).„,).,,).„ + ...) 

>-(' -9?;;.+i^?;;.?„;-.05?,;,p;;,pV.+...](=W.l 

■■•:|i-''p;;, + »'p;;. ?,;.-«?;.;,?;,;.?;.;,+ ... I 
'■I ' -!+;î»'H-'-,.,liV';.r':*,,!-il + 9m)l 

-^ ■ /.;,. (-.t i-i i,. ) + >;. /.,, ( -i ; j t,. *„,)) 
■ l'-/Pi;.+ '8p;;.P,;-»4?i,.p;,;.P,,v+---] 
-<lp;,('.V-V,l+P/,«p,('.V'y,'>,il! 
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x|[|-3p^,+6p^,p;.,-■op^.p^,p^,+...] 

a:t„(-33 + 27m-6m')] 

±*p, *<..(-¥ + »-"' -3m')] 
J-)i„)i„X„[V*„*p.*;,^*».*/..'>,(-33 + 9»i)1 

" +X,.[I<;',+ V,(9-6m)] 

±V,*,>„(27-6".)1 
-^^p' Xp.Xp,Xp.(±9X-p',Ap,*p/p,) 
-+-Xp. X;- (:;:3*p',A-p;) 
^ >;-, ^,; >.,(?: 6 V,V,*„) 

+ '>' V ^p.^p.t^^V, V,*/-,*/-.)) 
-■ l'-4pii,+ 'op;,tP;>-™p;;,p;;,P,;,+ - ■ 1 
'xtpi.Jiîiî.+V.CV-Q'»)] 

+ Pp' ^P. [— î*p' */*, — T*/"') K, 

+ Pp/p.^*>,l=î*p',*p,*/'. 

q:V<-,',tp,<;,+*p'/>,*/..(V-9'")l 
+ Pi'*/i,ï/.,V.('r'>',*/i,*i..*p.) 
-t-PJ',*i',(-!lV,'V,) 

-i-pi-, >;;*'.<-■**>•■.*>■,*„) 

+ P,; >>, *r, »p, (- 9 V, *,', 'V, '>,)) 
+ ['-5pi;, + '3p;i,Pi;,-35p;,,,p;,.,Ppj^,-t..-l 

X fP,; Py, (^9 'V, *•■,) + p;,', p;,', *„ ( ~ ' 8 *,', *,i *,..) 

+ Pp' Pp' Xp,Xp,(q:9Vi*pi*p.*p.>] 
-'"'['-6Pp;,+»'PJ;-PJ;. -56p;,;,p;;,p^. + . . .1 

xl±(-}) + X,,(q:!X-,,) + Xp,X„(5;{*p.tp,)| 
+ m'[r-9p;;, + S5p^p^.-iG5p;,,,p;j,Pp;, + ...] 
X|±IH]!. 



il in.;'.'ai."i: ?i foD se reporte aux exp/j'cad'ons don- 
S ■u.-.r^ : ••■s snmaulions indiquées devront être 
'•■!.- s -— T.r-j:il J.-Î diflërentes permutations pos- 

^ - - \ V,., ... qui vérifient les conditions 

■ ■■ r- ■ ir;-j,Ta toutefois que je n'ai pas développé 
-.■ L-j. o niprenoenl un nombre infini de termes; 
■ — >.;!;o. .in » de celte façon l'avantage de mettre 
.-■ i.'. :i <lc ces facteurs qui proviennent, comme on 
- ; * \ ijvment de certaines puissances négatives 
• :vr.-.or.l des sinus et cosinus de certains multiples 



^ I. i - '.-■ ■ ;. —, s-.- reporte aux résultats obtenus dans mon Mémoire : 
V -. -7. ■ < _ ■ -. ~r,i/fs de la Mécanique céleste {Faculté de ToU' 
.. ■-■ : ■ ï\ . .:! \oil d'abord, en adoptant les notations qui y sont em- 
. » '^ ,-: .n s<^ svMivenant des hypotbèses faites, que Ton doit faire 
\ - \, — :;. ,j = rj,. X'= X,, fi'= p,; et, comme on suppose l'orbite du 
"i.-!. .. fi.A.-v.r de la Terre située tout entière dans le plan des xy, on lais- 
^ A .:o cMé dans X' et f' tous les termes qui dépendent des constantes tj,- 
.N.r;vsp«Midanl au\ inclinaisons. Si l'on convient, en outre, de ne gar- 
i, r d.ins X' et js' que les parties d'ordre zérg par rapport aux masses des 
bnit svslèmcs planétaires, on voit que ces quantités pourront s'écrire 
sous la forme 



»■=">,.■..'■■ 


sin[;)"i(N, 


-G,)+;i>"!(N,-G,) +-...], 


P' = ÎP,1".,S' 


..co«[f"l(N. 


-G,)+pra(N.-G,)+...]. 



les G, étant les arguments définis dans le Mémoire cité, de la forme 
<r.i -f- Gi,-, et les coefficients XJ,n).p^i) , p^i^n^^i, étant les coefficients cor- 
respondants de Xj et Pj réduits à leurs parties d'ordre zéro par rapport 
aux niasses et indépendantes dos ï],. Quant aux quantités gj. elles sont 
du premier ordre par rapport aux masses, et on les négligera par suite 
(quand elles figurent en dehors des arguments) devant les quantités d'ordre 
zéro par rapporta ces masses; dans le cas où l'on devra les conserver, on 
les réduira à leurs parties du premier ordre et indépendantes des ï]/, que 
j'appellerai ng]. 

Hésignant toujours par e,, £3. ,,. les constantes correspondant aux 
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excentricités, on aura d'ailleurs 

O* '*'^1 *1 •••6* » 

q^*\ q^^\ . . . étant des entiers pairs positifs ou nuls. 

Les nouveaux coefficients ne dépendent plus que des seules masses des 
systèmes planétaires, et sont d'ordre zéro par rapport à ces masses, qui, 
dans la plupart des cas, par suite, n'y figureront pas. 

On voit encore que, sans craindre aucune ambiguïté, on pourra se dis- 
penser d'écrire les indices nuls parmi ceux qui affectent les divers coeffi- 
cients que je viens de définir, en convenant toutefois de remplacer par zéro 
un ensemble d'indices correspondants tous nuls. C'est ainsi que, si j'ap- 
pelle ti le coefficient de sin(N3 — G,) dans Xg (*), je pourrai écrire X',.= £,, 
et, par suite, X'/.®^ = i; on en déduit facilement p'/,*^' — ~ ^• 

Par suite des simplifications introduites, dont il serait facile ultérieure- 
ment de s'affranchir, mais qui correspondent aux conditions dans lesquelles 
on a l'habitude de traiter le mouvement de la Lune, on aura, pour X, la 
forme suivante : 

et, en outre, on pourra écrire 
de même 

g — nZt'it^ 8, ... g ,,, ,,, , 

jf, y^*N q^^\ ••• étant des entiers pairs positifs ou nuls, et les nouveaux coef- 
ficients ne dépendant plus que de m et des coefficients X' Vd > P (î) > 

gfVi\ » ••) définis en dernier lieu. On pourra d'ailleurs partout se dispenser 
d'écrire les indices p^^^ ou q^^^ qui seraient nuls; mais on conservera tou- 



(*) Dans le Mémoire cité, 6/ désigne le coefficient de cos(N3 — G/) dans ps; la convention 
faite ici rapproche les notations de celles qu'on a l'habitude d'employer. 
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juiii-s les indifos lu p, q même nuls. Cesl mo.<\ «]ue l'on a À, , = e. el. par 

siiiu!, X;", = I. 

1 Jinis If prosi'iil travail, je calcule les (iarli>.>* dt-s ri.H-fficicDl5 /., qui sont 
(In jn'ciiiîcr (li'frrc |>ar rapport aux quantité* *,-. cVjt-à-dire le$ coefficients 
'^Tn 1 1, ■ l'api^'oxiniatioii que je me propose il'obleiiir étant celle de De- 
litiinav. il siiflira de fair»* /i = o. 2. 4. 0. On voit «|ue dans le calcul on 
pourra «('■jîliiîcr ir,- partout, et que les coefticieiils clierchès sont indépen- 
diinls di' l'indice / et ne renferment que m et non les masse* des systèmes 
]ilanêlaiies, puisque X, * ^ 1 et ;, * — — !- 

t)i>s cin-flifienls seixint, pur suite, ilév eloppés en stTÎes ordonnées suivant 
les puissaiiees de m\ l'ordri- de À*, _. par rapp«.>rt â m sera manifestement 
A. sauf dans le cas de h -- o. <*i\ cet ordre sera un. 

Le.< l'uruiuli'S du premier Mémoire*, qui donnent 1% et /.j*-, pour les mêmes 
\al<'urs «le A, vont s'appliquer au |>rêsent calcul avec K^s moililîcations sui- 
vantes : iî« s*''"' renqdacé par /«. À,*_., jmr À,*, _. . et partout où il n'y aura 
p.is de laelenr de la forme À,";:, on m<'ltra le facteur >^*,^ \ précédemment, 
en ell'el. ruiiité reuipla\'ail À,','; tn\ pourra supprimer les termes assez 
ii<un|ireii\ d'un oixire supérieur à celui qu'on doit obtenir et qui sera indi- 
t|iii'' plus hits; eulln les seconds meuit>r>.'s de chaque formule de^TO^t être 
coniplêtès par de nouveaux termes que s»'uls je \ais «Vrire en même temps 
que les premiers termes. Toutes l>*s explications données précédemment 
s'jippliipient «railleurs s^ins mndilicalion uu\ formules actuelles que voici : 

'>i"«.i, jusqu'au m'uvième ordre : 



'"'*."..l — '^4.^'~f*'n*<' — K'i'm — a.itii — juim — lîftwi'' — (M> — -am — 33m* 
— V^ni' — Vwj^= — ma — ;?i — -îtiw -m .1- - i'>m. — iim»(jt — 6m*] 

— ;*\53fi — 43.1/w— i.îj/?i'> — loi — I ii»i — (î|i/M' — 'j^'m' 

— i63m,a' — m^'\— n>jj — i.iiw -m^u,— itîj — 7amï 

— m ^5i — 36m) — 4;* m' u' -r ai ni'.u — 1 j m'] 
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''«^>•/.l))'[34So|UL^-hpL5(4296 — i296m)4-|jL«(— 23o4-hi5ivi/;/-i32m») 
H-/x(— 528-+-43i//i — i32/?j'^) + i32 — i44m-h66m» — ^m* 

— 486 w|ul' -h m/jL* (567 — 72 /n) -h m |i(i62 — 7^ m) -h m (— 54 4- 30///) 

— 24 w* fJt' — 24 /«' fA -h 1 2 //**] 



X!/|o.,, jus(jii'au neuvième ordre : 

0= >'îro.i,[(2fx-+-m)*+(2/;L-+.m)»(-i-H|//i*--W'm*)] 



m*X;%[— 588 fx» H- fjL*(42o-- 378^)4- /jL (462 — 378m-H 129m») — ^4- (33//< 
— Lf'-m'-hVsr'^»*— ï89//ip'4-/nfJi(— i894-84/;î) 
H- w (^ — 2 1 m) 4- 2 1 m*fjL — Y ''**] 
''** (>«Vo)* [-4^ F* -^ fJ^' (% — 189m) 4- [1* (74 1 — 35 1 m 4- H^ m') 

4- /x (—462 4- 378/w — 129m») 4- *P ~ 45m 4- J-î^ m*— \^ //*♦ 
— -4^ wp»4- m/ji» (— V + 3oA/i) 4- m/x (189 — 84 ///) 
4- m (— V "+" 27 ''i) -H V ''^"f^* — 2 1 m*/jt 4- V m'] 



Âo^o,., jusqu'au neuvième ordre : 

o = >.i%,-,, [(2.U - m)*4- (2/x - my (- I 4- I //i«- Vi^ ''*^)] 

>;^;, [/x« (9/n*- ^P m*) -+- Il igni'-W' m')] 

^ï'U4% [72fx»m«4- 72|jL«m'] 4- (>/,%)' [36 fz* m» 4- 36 fz» m»] 

m* >.,Vo [- HF fx' 4- fx (- 1 26 4- H- ''') -»- ' 26 - ^ m 4- Vî- ''^ F - W '"] 

m*X',%[8'4|jL'4-fx»(— 60 H- 54m) 4- fx(— 66 4- 54m — 3m») 4- V" 9''*"^ î ''** 

4- -,-,Y m* — 27 m /JL* 4- m fjL (— 27 4- 1 2 m) 4- m (| — 3 m) — 3 m*|ji 4- 1 m* J 
''*' (>i^o)*['-V^F'-+- F' (- 81 4- 27m) 4- fx* (- 1875 4- 1 161 m - »-«! m») 
4- /x (66 - 54m 4- 3m*) 4- 4^' — 1 17m 4- *-f»- ''*'— Wir ''*' 

— \ï^ m /x' 4- m /JL» (^*^'- — 78 m) 4- m |JL (27 — 1 2 m) 4- m (— ^-^ 4- 4^ z'' 

— ^«^ m«fx* -^ 3 m«|ji 4- -\^ m*] 

fac. rftf r — VIL E.2 
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A;"e,i. jusqu'au septième ordre : 






^/«« 






X»%_, jusqu'au septième ordre : 



ai%)'[36fx»/n«-+-i8fx'#w»] 

m«X;Vo [H^F' + f^'(ï<>5- H^ ''O H- /Jt(-23i -h 1897/1—4^ /?!»)-- H^ -4- 63/11 
_ MJ m* 4- 'jV^*- m^ — if»- mfx- -4- /wfz (?|i - 41/^) -+- /w (V - ^ I w) 



Il serait facile d'écrire les formules qui permettent de calculer X;%^, jus- 
qu'au neuvième ordre; c'est en effel le résultat de la première approxima- 
tion. Comme je ne ferai pas usage de ces formules, j'écris seulement les 
termes complémentaires nécessaires pour ol)tenir le sixième ordre. 

^«!Vi, jusqu'au sixième ordre ; 



m«X;Vo [- 84f»- 6ofjL«4- 66fjL 4- «^ -+-. . .] 

"*' (^i%)' [ r F*- 81 fx'-4- 69fjL«-*- 66fjL -^ V' -+-• • .3 
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^oVo, I, jusqu'au sixième ordre : 

ozz: À'eVo,-i,[(6{x-/;0'-H(6/ji-m)»(-i4-}'n--^m*)] 

H- 

4. ,;iVXi% [ifP fx»- I26;JL - 126 H- . . .] 

-^ //î'>AVo [588fJL3-f- 4^0^»— 462|JL - IfL ^_ . . .] 

-^ //iM^iVo)' [- H^H.'-H 567|ji'- 483/x«- 462/x - i|i 4-. . .] 
-f- 

On trouvera plus loin les valeurs des inconnues, qui sont identiques avec 
celles fournies par la seconde méthode que j'ai employée et que je vais 
exposer maintenant. 

(]ette méthode est une extension immédiate de celle que j'ai exposée 
d'après M. Hill dans mon premier Mémoire. 

Je prends les équations du mouvement sous la forme 



f{dl{)- 



2 dt* r J àf 

^ _l^ _ /(M H- Mo ) J, ^ _ 
dt* r de* r* " "^ /• âr "" ^' 



ou 



W — -, n ' (« + 3COS2H) ol (^R) = ^- dr -\- ^- dv 

4 / '^ ^ or ôv 

Kliminant/entre ces deux équations, j'obtiens la suivante : 

d* r dr* 



1 r 

dt* dl 



« dt* J àr 



à hujuelle je joins 



di \ dt J ai' ~ ^' 



Remplaçant R par sa valeur, ces équations s'écrivent 

d [ dv\ 3 „a'» . „ 

-r ' -7- 1 H — ^ -n f sm 2 H = o, 
dt\ dtj 2 r'^ 

d*r dr* ^ dr* ,^ a'^ ., ^ ,-^ 



- t/H ['■' ^' (■ + 3COS3H)] j -o, 
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Si alors on fait 



r sinX =: v = «2 VpSinVp, 



les V^ étant les mêmes arguments que précédemment et a une constante 
à déterminer, ces équations deviennent d'abord 



r'3 



+ ?«'» Ji(x«-j')sin2(K-)/) = o, 






cî}x d^y 



dt' 



dx^ dy^ ( dy dx\ ,. , ,, 



a 



'<" \ rrA^' -^ y') 



IA4.^'---']) 



3 '»" I Ç, O^' - v») cos 2{K-V)+'-J^d^Ç^ (.r' - j«) cos a (A- - À')] j | 



a 



n 



in2(K->/) + l f (^[^i O' sin2(X->/)])j:=o. 



-^^'*'' 7/1 •'.>' si 



Puis, développant les premiers membres en séries trigonométriques, et 
égalant à zéro le coefficient de sin V^ dans la première équation et celui 
de cos V^ dans la seconde, V^ étant un argument quelconque (o exclu), on 
obtient les deux équations fondamentales suivantes, que l'on comprendra 
comme celle qui donne X^ : 



V^,-^V,,,-V„) 



- [f^'p (f^'p, — f^'p^) '^p.yp, H- ^'p (yp^yp,- *^p.^p,)] 






V/i, -h Vp, — V,,) 



^[{^P.f^p-^P - ^) (fp.yp- ^^pr^'p.) -"^'(^'p- ^P,)'^P.yp,'\ 



2 Kp J 

X (l — Zùf -h ^çl' ù, — lOp' ' p' / p' / 

^ yyPxYPi '^Pi^Ptf 



■ ■■) 



si'R quei,oi;es i> égalités i>f, la longitude de la une. 



E.i3 



V,, -V,v^V,/,- ...=Vp:;:2K) -h 7-7- ^ (3 X> iti 2m — /-^^— A> — . . .) 



'?A 



X (i — 3p' ' -+-6o'„'p' • — lop'. p' ' p'f -f-. . .) 



PO Pj 



Pi^Pj^Ph 



^ ^^ Pi' Pi' Pj'^^ ' A»r Pj' Pli' ' 

On remarquera que, pour obtenir ces deux équations fondamentales, 
Tartilice employé dans le premier Mémoire a été inutile : il a suffi d'appli- 
quer la définition de / (^/K). 

(]es équations peuvent être transformées et utilisées de bien des façons. 
Dans la première ligne de chacune d'elles, je mets en évidence les termes 

qui proviennent de la combinaison ,/' = Lf > et je résous par rapport à 

^ Pxy ' ^ p 

Yp ot Xp mis ainsi en évidence; j'obtiens 



I 









V/j, -f- V/i, -t- V/ï^ -4-. . . — V/i) 



{k),-kl)y^-^ 



X ( I — 3 p' 4- 6p' / p' » — 10 p' p'' p' -4- . . . ) 
^ » /'i ^Pi^pj ~Pi~pj^p/i ' 

V -r- />^.. />^. Pj'^^ * Pi' Pj- Ph' ' 



V 
V 



/',> Vp, 7f O / 



Vp, -+- Vp, — Vp) 



A-p(i-A-;) / Vp.+Vp. + Vp;H-...=Vp) 



o-ozz: 



Vp,-+-?p,-f-Vp', 



--rVp=p2K) -+- 



-* ï OVi ^/»i ^Pt ^Pi ) 

Ap 2 f A-p, Â'p, ( Vp,/p, -^p, -Tp,) 

m* 

— — -* ( 3 A*p — A'p'^. — kp'j — • • • ) 

m»2[ÎA-;,-f(A:p. + X>- + ...)±|(n-».)l 

X (' -3p;;.+6p;-p;.- •op;jp;^p^;^+-.) 



X (îr/>.7p. -t- i ^p> "^Pf — •'^/'. ^p.^ • 
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Mais on peut encore employer les formules suivantes, qui se rapprochent 
davantage de celles qu'on trouve dans le premier Mémoire et qu'on obtient 
d'une façon tout à fait semblable, 

+ <V(*J-i+i"'')ï(*„~*„)'-„y,, 
*V,.*Ï,;* . =ï„) +».'î(3t,- *,;-*,;-...) 



<■;,(*;- i + ;».■).'■ 



x{.-3p^+6p^p^-rop;,.p^p^+...) 

X(iqia>'.-+-ai'„.>'. qiU'.X'. >'. -t-...) 



V„.T,. p<» } 


i i(*,.- ',„)x,,,j'„+ îi (v,,.i-,.- j:,.j:„.) 


'^,+Tp.+V,^-=T,,-aK) 


*4?;^"~'''':'^''''';'''v~'°''l'''/'''i*-' 




x(,=F.>;,.+.v,>;>TS»';>;,;,»;,i,+.- 




X (i y„ y p. ->- 1 *f .'„ ± -r,, j-/.,)- 



Kniin X^ sera calculé par une formule donnée dans le premier Mémoire. 
La forme des coefficients Xp et yp, et de la quantité g, sera tout à fait pa- 
reille à celle donnée pour les X^ et g précédemment ; la constante ïj ne fera 
que remplacer la constante e. Il me paraît donc inutile de récrire ces formes, 
et je vais donner tout de suite les formules qui permettent le calcul des 
coefficients que j'ai en vue, c'est-à-dire ■r'^^.^i,, yh.'t.^\.i pour li = o, 2, 4, <J. 
Les formules du premier Mémoire s'appliqueront encore avec les modifi- 
cations suivantes : g„ sera remplacé par m, x'-^\^, y'h\, P3'"^a!".*i,i>'a'!b,-i,i 
et, j)artout où il n'y aura pas de facteur de la forme j;^"!,, ou y'^'^,, on met- 
tra le facteur y't'o.,, (précédemment, en effet, l'unité remplaçait ^1,"',); on 
pourra supprimer les termes d'un ordre supérieur à celui qu'on doit ob- 
tenir et qui sera indiqué plus bas; enfin, les seconds membres de chaque 
formule devront être complétés par de nouveaux termes que seuls je vais 
écrire en même temps que les premiers membres. 

On obtient ainsi : 
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y„%,, jusqu'au neuvième ordre : 

- \ m' (} + 6/,. + Y »«*) [-^'iVo -/'."'o 

7î,o *A 4,0 ^^ "^ 2,0*^4,0 ** 2,0/4,0 "^ •^4,0,7 Î.O .1 

+î»«'(-i-¥'«')K':'.-/.% 

7î.0/4,0 ^^ "*'Î,0**'4,U *^J,0/4,0"^ ^ 4,o/î,oJ 



xl,"o,i, jusqu'au sixième ordre (on écrirait immédiatement la formule 
qui permet d'aller jusqu'au dixième ordre) : 

/î!o,^».7 ^2%,±ii jusqu'au neuvième ordre : 

( 9.|jL -h m)* [( cîfx -f- w)' — ' -+- f '^'l/iVo,!, = . . . 
+ 3,HM3-2m)[<;+7i% 74% H- <!><!,] 



^;o) — _____:__ ri ^ v'^M*-*- ^j™'*'' ^*i 

^1,0,1, — * * 8 2 m *•* — ^/«.o/ ^ v*^»,©-/ J 

^' ^" r I / ,,(0) \î_i 1 ^ r.(0) \t ,.(0) *.(0) _, ,,(0! ^(0) l 

g" TZir^ t t Vy 1,0/ ^^ » V'^1,0/ **î,Ow' Î.O ^^ «^ 4.0 /4,oJ 



.i;^.(»_a7m-f.-V'^')[i-(7i!!>r-+-«or-] 
- 1 m« (I 4- 3/« - ¥ '^•) [i (7iVo)'^- i «'0)'- <.i7i% + <o - J'4';;] 



•3^1,0,-1, — . . -t- g 2 2^ Lî v/1.0/ ^^ v*^î,o; J 

8 2 — 3/W *■* •^*'° ^î\'^t,0/ -^1,071,0 ^-^4.0 74. oJ 



m« 



K.IÔ ■. jUEbOTEK. 

y\ . - JC *♦ ... jttvjo'aa s^pli^-m*: ordre : 



4}t-~m,-\ 4Ui~m »— I — |/n»] »-.*.,.. =... 



^..♦.1, k 'jlTî^ ' » * -''••^ "■ 

'i;/- «1/1(4^1- w,«-i- |m'] r»r..-., = ... 
- 3/n'(6 --m,\-\ (x,\>'-~ i (^r\r- ^;..] 



y».:>t,i ^!.i» i, jusf|u*au sixième ordre (la première approximation |n*r- 
m<*ltrait d'aller jusr|u'au neuvième ordre^ : 

^ Opi -h w j* [ ( 0/x -+- m )» — I -+- 1 m' ] ^»%. ,^ = . . . 



+ \ /«'(^î» + • • •)[<';+/.':i + \ 0'.%)'+ i (•r,%)'+ •r.%.'7..] 



ICiilin, |)oiir calculer A/Jîo,*i, ('-^ étant positif, nul ou négatif), on aura la 
formule suivante : 

V.*' — A v^' -1- A -i-'o: _L_ A v 0) _L_ A 1-0' _i_ A *-o' 

-+- "-l'^A-J.O,^l,~+" ''-^-J-^A+Î,©,*!,"^ ''-4-'"//*-i,0,:i=l,~'~ l^-^-V•^'A+^.U.*l, 

•+■ B-e-^/i-e.o, *!,"*" "-He-^/i+e.o.*!,"*" • • • 
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OÙ l'on a d'abord 

A^,~A_/ et Bh./ = — B-„ 
puis 



Ao =1-2 (/,%)*+ 2 K%)«- 2 (7i%)*4- 2 (:r^,o) ),_ 6^(0) (/,oi),+ ,,y^o)^^(o) y^o 
B_, = -/,%-*- 2 <!>/,% 4-...; 

A.e = - <'o -4- 2/,o!^ /,Vo + 2 <;, ^;Vo - 3 <l (7i%)^ ~ KVo)» 



Les calculs effectués par Tune ou Tautre des deux méthodes, et conduits 
de façon à obtenir la même approximation que Delaunay, fournissent les 
résultats suivants : 

,„, 3 735 , 1 261 . 285715 

•^ ' 2 2* 2' 2^.3 

3260A73 . 066281 53 1 - 12863 1 50737 

2^3' 2*'. 3' 2>'.3* 

,«» 3 , 3 6o3 . 4607 . 1435 123 . 

®'^'' 2' 2* 2*.3 2*^3 

.,„, 3 735 , 1 261 . 1^2817 - 

3 257 66 5 964 47' 235* 1280843397/ 

!»■ II . i85 , 4007 , 9445i , 



21 1 9o3 565 g 9 139608 107 ^ 2 4o3 267 820 i53 ^ 
s^*.3* ''' "^ 2i'.3*.5 '^ "^ ^^^3^5^ ''^ 

,„, I - 83 - 25 . 136993 - 

57oo5iii ^ 80372867 , ioi365 8i8qi3 , 
2". 3» 2". 3» 2".3«.5 

Fac. rfe r. — VII. E.3 



• • • 
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178750 î8:> , .Bft.^QSSitiig' , ç>44i36.">8o6Rft7' 







.wfi7-i333 ^ 207 ',73021 , 
a".3' "' 3".3'.5 ™ 


16799738 ao3 
3".3'.ô' 


— Im'— ^^' m'— '-^m' - iîi^'^ m' 




39 25i '|iï^, 3 655 3 ',9^, 1 


11 6539i68t3 



r7 9ai3o9 , 8739992^7' . 1 19431678^ a 
a'».3' "* T''7S\^ "*' ~ a'V3'.5» 



r" 


_ _ i5 , _ 3 359 


._«-"'■? „.^... 










_ " 3497 „ 


flï'ioSg 








»i%.., 


301 ^ 56II 
~ a* "* a'.5 


r a 697903 
a". 3. 5' 


r't;,.- 


175 , ir5i3 
■ a. "• + a".3 "■ 


, a8556o9 , 
"^ a".3.5 *" "^■" 


A';..- 


a» a".3 


136 489 


i'!.',^ 


— ''*°7 „i . '9981 

- a- "^ a'.3 


. 53839679 „. , 
"" '^ a".3'.5 " "^ 


/,•:,.. 


= -??-»■*.... 




xW,. 


= _Êf „. + ..., 




v,::.; 


= -^' -»•*... 




rW.- 


5 383 , 
' ~ a" ' ' '' 




a:'."'..- 


,= 5ia „....., 




>i'i,- 


-'«°f »•+.... 
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Les nombres marqués d'un astérisque sont ceux qui diffèrent des coef- 
ficients correspondants donnés par Delaunay dans sa Théorie de la Lune. 

Je ferai remarquer, en terminant, qu'il est facile de voir la cause de Ter- 
reur commise par Delaunay sur le terme en m® du coefficient Xi%^, . : )e pre- 
mier terme du coefficient correspondant (3r/|) de la page 376 {Mémoires 
de V Académie des Sciences, t. XXIX ) n'est pas — ^, mais — ^ X |. Le 
facteur | a été omis, et il est facile de s'en convaincre en observant que ce 
terme provient de l'action de la sixième opération sur le terme (239) de la 
longitude (p. 356); réduit à la partie utile, ce terme est 

ou 

or, par suite de la dixième opération (t. XXVIII, p. 329), on remplace 

ecos(2A-+- ig -\- l—ih' —ig' — V) 
par 

8 /i« ^•••' 
donc on obtient le terme 

il est dès lors évident que le facteur | a été oublié dans la formule donnée 
par Delaunay. 



SIR LE SYSTÈME D'ÉQUATIONS 



AUX 



DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES 

AUXQUELLES SATISFAIT LA SÉRIE HYPERGÉOMÉTIUQUE 
A DEUX VARIABLES F,(a, |3, p, /; a-, y), 

Par m. R. LE VAVASSEUR, 

Professeur au Lycée de Moulins. 



Le présent travail est une modeste contribution à l'étude du système 
d'équations aux dérivées partielles simultanées (S) auxquelles satisfait la 
série hypergéométrique à deux variables F, (a, (î, P', y; x, y). 

Il est divisé en cinq Chapitres. 

Dans le Chapitre I, je m'occupe des relations qui existent entre la fonc- 
F,(a, p, P', Yî ^^ y) ^^ sescontiguës. Je démontre que toute fonction con- 
tiguë, F,(a H-/?, P -t- ^r, P' -t- ^r', Y -f- r; or, y), p, y, g' et r étant des 

nombres entiers, est une fonction linéaire et homogène de F^, de -r-^ et de 

-T-S les coefficients étant des fonctions rationnelles de x et de y. J'en dé- 

duis, par une voie naturelle, les équations aux dérivées partielles du second 
ordre auxquelles satisfait la fonction F^. En suivant une marche identique, 
j'étudie de la même façon les dix intégrales particulières bien connues 
qu'on obtient en donnant à ^ et A, dans l'expression 

r M«-t(i — m)Y-«-»(i — M^)-P(i -~ uyy^'du, 

les valeurs o, i , oo, ~ , - • 

7 7 ^ X y 

Dans le Chapitre II, j'établis un Tableau de 64 intégrales du système 

Fac, de T. — VU. F. I 
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(S) analogue au Tableau des 24 intégrales de Kummer relatif à l'équation 
différentielle du second ordre à laquelle satisfait la série hypergéométrique 
de Gauss, F(a, p, y; x). C'est le développement d'une Note que M. Cour- 
sât a fait publier dans les Comptes rendus de V Académie des Sciences. 

Le Chapitre III est occupé par la recherche des relations qui existent 
entre trois ou quatre des dix intégrales précédemment citées, lorsqu'elles 
ne sont pas distinctes. J'ai insisté sur ce fait que les relations en question 
dépendent des positions de x Qly. J'ai dressé quatorze Tableaux distincts 
de relations, je n'ai écrit que celles qu'on ne peut déduire simplement des 
relations déjà trouvées. J'ai adopté un système de numérotage qui permet 
de trouver immédiatement dans l'un des Tableaux la relation qui existe 
entre tel groupe que l'on voudra, de trois ou quatre intégrales non dis- 
tinctes. 



Soit 



enfin 



(p(//) = //'»-»(// — i)6-«(m — x)^-*(m —yY-\ 

*^0 ^0 



— — 4» — —fi, 

6)3 ^ 01)3 



M. Picard a démontré que si x et^, considérées comme fonctions de Ç et 
de Y], étaient des fonctions uniformes de Ç et de y), les dix nombres 
a -+- 6 — I, a-hc — I, a-+-flf— I, i-t-c— i, b -h d — i, c-f-rf— i, 
1 — b — c — d^ 1 — c — d — a, 2 — d — a — b^ 1 — a — b — c devaient 
être les inverses de nombres entiers. Je me suis proposé, dans le Cha- 
pitre IV, de trouver tous les groupes de quatre nombres a, i, c, rf, jouis- 
sant de cette propriété. 

Dans le Chapitre V, j'établis le groupe du système (S) en suivant la 
méthode de M. Picard; puis, considérant la forme quadratique ternaire, à 
indéterminées conjuguées que ce groupe laisse inaltérée, j'établis que son 
déterminant invariant ne peut s'annuler qu'en même temps que tous ses 
premiers mineurs, répondant ainsi à une question que M. Picard a posée 
dans une Note insérée au Bulletin de la Société mathématique de France j 
t. XV, année 1886-1887, p. 148. 

Je cherche ensuite dans quels cas le système (S) aura son intégrale gé- 
nérale algébrique. 



i 
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CHAPITRE I. 



1. Considérons rcxprcssion 

dans laquelle on suppose que u prend des valeurs réelles appartenant à 
l'intervalle (o, i). Je choisis pour Targument de u et pour Targument de 
(i — u) la valeur zéro, x ety sont des valeurs complexes ou réelles, mais, 
si elles sont réelles, inférieures à i. Comme arguments de (i — ux) et de 
(i — uy), je choisis ceux qui s'annulent en même temps que u. Les 
nombres a, p, P', y sont réels ou imaginaires. La partie réelle de a et celle 
de (y — a) sont assujetties à être positives. 
Dans ces conditions, l'intégrale définie 

<!>(«, (3,(3', y; ^,r)=r ii du 

a un sens. C'est une fonction bien déterminée de x et de j^, Si l'on regarde 
la portion indéfinie de l'axe réel X qui est à droite du point (-+- 1) comme 
une coupure, que ne pourront franchir ni le point x, ni le point y^ $ sera 
une fonction uniforme de x et de^. 
On a, en particulier, 

^(«,(3, (3'y;o, o) = T w*->(i - w)r-«-» cT// = B(a, y — a), 

en posant 

^(/^'^) = T^7^' ^ {p) = f ^'^-^ e- dx (M. 

Nous définirons, avec M. Appell(^), l'expression (X, k) par l'égalité 

(X,Â)=:X(X-hl) ...(X-HA--I). 



(') Voir le Cours d* Analyse de V École Polytechnique de M. C. Jordan, t. II, p. 177, 
190, 191. 

(*) Voir Journal de Mathématiques pures et appliquées de Liouville, t. VIII, année 
1882, p. 173 et suivantes. 
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Par convention, le symbole (>., o), qui n'a pas de sens par lui-même, 
représentera i. 

On voit alors immédiatement que Ton a 

En conséquence, si nous posons 

O («, (3, !3', y ; ^,7) =: B (a, y - a) ^,(a, (3, (3', y ; ^, j), 
en sorte que 

^,(a, ?,3',y; o,o) = i, 

on déduit aisément de l'égalité précédente pour cette nouvelle fonction 4>, 
la formule suivante : 

4/ 

(a, //H-/i)(ô, /7ï)(û', /î) - , ^ ^, 

= — ^ ; — ^-^^- , ^ ' ' ^t (a H- m H- /t, P -f- //N P'4- At, y -h m -f-/î;.r, v). 

(y, w -h w) '^ ^ ' ' »v / 

On conclut de là, en observant que m\ == (i , m), 

_i_ r e;-^^^^<P,(g, p. (3\y;>r,j) 1 ^ (g, m -4- ^) ((3, m) (i3^ /i) 
ml/i![ aa:"»dj" J^zJ (y, WH- w)(i,m)(i,/i) 

et, par conséquent, la fonction $, sera représentée, pour x eX. y voisins de 
Torigine, par la série 

(a, //^-h/^)(3,m)((3^ /i) 






j^m yn. 



m=0 n=0 



M. Appell a démontré que cette série est convergente sous les condi- 
tions Ij^Ki, lyKi, quelles que soient les valeurs de a, ^, P' et y ( * ). Elle 
servira donc à définir la fonction 4>,(a, ^, |5', y; x,y), quelles que soient 
les valeurs de a, p, ^' et y, tant qu'on aura |x-) < i, )/ | <; i. 

2. Soit p un nombre entier quelconque. Dans ce qui va suivre, pour 
abréger, je désignerai par <I>(a -h /?), $(P -f- /?), *(P'-l-^), 4>(y-h/>) les 
expressions *(a-f-/?, p, p', y; a:-, y), *(a, ^ -h p, ^', y; j:-, y), 
$(a,p, P'-l-/?, y;x,y), *(a, p, p, y-f-/?; x,y), respectivement. 

(') Voir le Mémoire de M. Appell, ioc. cif. 



i 
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De même, q désignant un autre nombre entier, <P (a 4-^, ^ H- q) repré- 
sentera $(a -h/?, ^ -I- y, P', y; -^î/)? et ainsi de suite. 

J'emploierai les mêmes abréviations pour la série F, (a, ^, ji', y; x, v). 

Cela posé, si la partie réelle de a est supérieure à i, l'intégrale / 

aura un sens ainsi que $(a — i) et l'on verra sans difficulté qu'on a 



i 






" 



De même, si la partie réelle de (y — a) est supérieure à i , l'intégrale 

Jf -3^ aura un sens, ainsi que $ (y — i) et l'on aura précisément 
n 



•' V^dii 






On a aussi 



'* Vdu 



J^ l—UX 

' Udu 



/.-. 



"/ 



= ^(^'-hi) 



et 



Jf Vudu =<> — <^(y -+- i). 
n 



Ensuite on trouvera aisément les relations suivantes : 

0(a-M)=:<^(y — l) — O, 

^(P'-i)=^7*(y-M)-(.v-i)^. 

Les trois dernières relations donnent immédiatement, si l'on suppose 

X I < I , et I ^ K I , en tenant compte de la formule 

qui a lieu dans les conditions données, 

(0 aF,(a-f-i) = (y-i)F,(y-i) ^(,H-«_y)F„ 

(^) yF,(P-i) = (y-a)a:F,(y + i)-y(.r-i)F„ 

(3) y F,(P'~ I) = (y - a) jF,(y H- i) - y( v - i)F.. 
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3. De réquation 
je déduis 

du \ " I — W I — UJT I — WJ^/ 

Intcjjrant les deux membres de cette équation, multipliés par rfw, depuiso 
juscju^à I, on trouve (en supposant toujours les parties réelles de a et 
de Y — a supérieures à i) 

(a — !)[<!»(« -i) -+-<!>] — (y — a — i)*(y — i)-i-^.r<^((3-hi)-f-?'7<I>(;3'-hi) = o, 

et, par suite, 

i (y — a)F,(a — i)-h(a — i)F, — (y — i)F,(y - i) 
^ / -H (3^ F,(? -M) -h ;3' V F,((3'-f- I) =: o. 

De même, on a 

d{u{]) ,,/a i-f-a-y (3^: ^' y \ 

au \u I — // I — ux I — ujr/ 

Multiplions les deux membres de cette équation par du et intégrons de o 
jusqu'à I, il vient 

^<P(;3 4-1) -h ;3' <P((3' -M) = (y - a - I) <l>(y - I) H- (i 4- (3 -+- ?'- y)0, 

et, par suite, 

(5) (3F,(P4-i)4-(3'Ft((3'-M)=:(y-i)F,(y-i)^(i^P-+-(3'-y)F,. 

Enfin, en partant de l'équation 

du \ " I— "« I — ux \ — uy) 

multipliant les deux nombres par rfw, puis intégrant de o à i , on trouve 

[(2y - (3 - P'- « - 1) x/ -- (3/ - ^'x\ d^ - (y - (3 - P')x/<l>(y -h i) 

_ (y _ a — i) a-^^I^Cy — i) -f- (37^((3 -h i) -f- (3'j?^((3'-M) = o, 

et, par suite, 

(y-«)(y-i3-P')^7F,(y4-i) 

(6) \ =[(2y-j3-(3'-a-i)a:y-(3/-(3'a7]yFi-y(y-i)a?7F,(y-i) 

-H (3y/F,((3 4-1) -h (3'y^F,((3'-^ 1). 
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Nous avons ainsi obtenu six équations linéaires et homogènes entre F,, 
F.(«-.), F.(?-.), F,(^'-.), F.(y-.), F.(a + i), F,(fJ-M), 
F,(^'-f- i), F, (y 4- i), les coefficients étant des polynômes entiers en x et 
itny. La suite des calculs montrera que ces six relations sont distinctes. 
Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Entre la fonction F, et trois quelconques des huit fonc- 
tions continues F^(a — i), F,(ft — i), F,(p'- i), F, (y — i), F|(a-+- i), 
F,(p -¥- 1), F|(^'-+- i), F, (y -h i), existe une relation linéaire et homo- 
gène dont les coefficients sont des polynômes entiers en x et en y. 



4. Posons 



'""- (y,m + /i)(i,m)(i,«) ^ 



d'où 



fn = te ra = « 



Fi(a, (3, p',y; j:',7) = 2 ^ "'«"^S"""*' 



fn = n = 



On a alors 



et 



F,((3 4-i) = F,-hp |^m£/^„. 



D'ailleurs, on voit immédiatement que 



Donc 



ày 



F.((3'+,) = F.4-^|:'. 
On déduit de là que les huit fonctions contiguës pourront s'exprimer 
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/^F Ali 

m fonction linéaire et homogène de F,, de -p et de ^> les coefficients 

étant des polynômes entiers en x et en y. 
On a le Tableau suivant : 

(y - «) F, (« - I) = (y - « - (3.r - (3'.)) F,+ a-(i - x) ^ -hyii-^r) ^' , 

(y - P - ^')V\(? -,) = {y - p - ^'- ocx)F, + ar(i - x)^ + x(i- y)^, 
(y - 3 - (3') F,(?'- I) := (y - ? - ?'-«7) F, H- j(. - 7) ^i + j(, - ^) ^, 

(7-')F.(y-.) = (y-.)F. + ^g+r^. 

ôx •' dr 

(3F,(13 + .) = (3F, + a:-^, 

(y - «) (y - (3 - 13') F,(y -M) = (y - a - (3 - (3')y F,-+- y(i - ^)^ -+-y(i-/) ^ • 

De la formation effective de ce Tableau résulte que les équations (i>, 
(•>.), . . ., (6) sont bien distinctes, ainsi que nous l'avions annoncé. 

5. La méthode que nous venons d'appliquer, pour trouver les huit 
premières fonctions contiguës en fonction linéaire et homogène de F,, de 

'-r-f et de -p> s'applique aussi aux suivantes. 

Soit î\ calculer 

/>, q^ q' et r étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. On part de la 
formule 

4»(a -h/>, P -f- 7, P'-h q\ y -H r) 
si p est négatif, il faudra supposer que la partie réelle de a est supérieure à 
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— /); de même, si (r — />) est négatif, il faudra supposer que la partie 
réelle de y — a est supérieure k p — r. 

Sous ces conditions seulement, l'intégrale du second membre a un sens. 
Cette intégrale peut s'écrire 

Jr U uP{i — uy-P{i — Mx)-^(i — uy)-'t du. 


On décomposera alors la fonction rationnelle de w, 

w''(i — uY-P{\ — ux)'-i {\ — ny)-*i' 

en ses éléments simples. Supposons que Ton ait 



uP(\ — uY-P{\ — ux)-^ (ï — uy)-''' 



=2 «* «'' + 2 1 +2; (T^ii)? -^2 (73^ + 2 rr^ 



yr 



(A, X, a, V, v' étant des entiers positifs); on aura alors à calculer des inté- 
grales de la forme 

Or on a identiquement 

^ r U 1 ^ u r «-' ^ i-Ha-y ^ (p4-v-,)j, ^ 13> \ 

c^// L(i — uxy-^\ (i — wjc)^"* L " I — tt I — ao? \—uy) 

r__u___l ^ u p-i _^ '^«~y ^ P^ _^ (P^H-v^-iXr l 



du 



Enfin 

rftt \w''"v a^"* \" I — w I — ux I — Mj/ 



Multipliant par du les deux membres de Tune quelconque de ces équa- 
tions, et intégrant, de o à i, le premier membre est nul, et les équations 
obtenues, toute réduction faite, permettront de calculer les intégrales (7), 

Foc. rfe r. - VII. F. 2 
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pourvu que Ton ait déjà calculé les intégrales analogues, où les exposants 
//, A, UL, V, v' soient moindres. 

On passe ensuite des formules concernant la fonction O aux formules 
concernant la fonction F,, sans aucune difficulté. 

(^es dernières formules se trouvent ainsi démontrées pour certaines va- 
leurs de a, ^, ^', Y- Néanmoins, elles ont lieu pour toute valeur de a, ^, 
^', Y- lï suffit, pour s'en convaincre, d'observer qu'on peut les vérifier 
directement, en partant de la formule 



' 1 — ^ "m/i> 



et que, dans le calcul de vérification, on n'a aucune restriction à faire sur 
les valeurs de a, ^, ^' et y- 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Toute fonction contiguô F,(a-f-/?, fl-hçr, f' -t-y', Y"*"'') 
est une fonction linéaire et homogène de F,, de -^ et de -t-^> les coef- 
ficients étant des fonctions rationnelles de x et de y. 

Je donne ici le Tableau des fondions conliguës obtenues en remplaçant 
dans F, deux des (juantités a, p, ^', y par a±i,fl±i, P'±i,y±i. 

(•/-«)(7-?-3')F,(a-i,;3-i) 
= [(7 - ;3 - ?') (7 - « - ?-^ - ?>'}■) - (7 - ? - (i'- «) (a - i)x]F, 



^(i + -/-a-;3-|3')-^('--r) 



ôr 



-+- [(7 - ,3 - 13')7 - (« - 0^] (I - J) ^. 

{y-»){y-?>-?,•)¥^{a-^,?>'-^) 
= [(7 - ? - ?>') (7 - « - ?-^ - ?>'y) - (7 - (3 - P'- a) (« - I) J]F, 



+ (,+y_«_P_^')j(,__,.) 



ày 



+ [(7-?-?')^-(«-')j]('-^) 



dx' 



(y-.)F.(«-.,-/-.)r=(y-.-(3x-|3'.r)F, + ^(.-x)^+j(,-j)^; 
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? (•/ - a) F,(a - I, P 4- I) = [y - a - (1 + (3 - a) j; - 13' v]?F, 

+ (, + p _ «) .r(, - X) ^ + Pj(i -y) ^, 

3'(-/ _ «) F, (a - I, i3'H- I) = [y - a - (I + ?'- «).r - (3^]?'F, 

4- (. + P'- «) v(. - j)^ + |3'x(, - -O ^; 

(y — a + i) (y — a) (y — p — (3') F,(a — I, ■/ -h I) 

= [(■/ - ? - P') (y - « - P^ - (3'/) - (« - I) (y - a - p - (3')]y F, 

(?F, 



+ [(y-?-P').r-(«-0]y(i-^) 



âx 



+ [(y-(3-P')j-(«-i)]y(.-j)^; 

(y-?-!3')(-/-?-P'-+-')F.(?-'.|â'-i) 

= [(7 - P - 13') (y - P - P'+ I) + «((3/ + (3'j:) 

- «(y - P - P'-f- 1) (X + j) - «(P 4- 13'- « - i)xv]F, 

+ [(|3 + (3'-a-i)x7 + (i-(3)/-f-(i + y- p - 2i3')-p](' --r)^ 
+ [((3 + ;3'- « - i)xj 4- (I - ;3').r + (, + y _ ap - P').v] (, _ j^^) ^^; 

(y-i)F,(|3-i,y-i) = (y-i-«x)F,4-(i-x)(x^4-v^), 
(y-.)F,(|3'-i.y-.) = (y-.-«7)F,4-(.-.r)(x^4-.v^); 

«(y-(3-P')F,{«4-i,(3-i) 

= a[(!3 4-?'-«-i)a?+(y-i3-!3')]F,-(|3 + P'-«-i)a:(i-j.)^ 

4- [(|3 4- (3'- a - i)xj - (y - « - i)x 4- (y - P - i3') V] ^, 



a(y -P-p')F,(« 4-1, (3'- I) 
= «[(P^P'-«-i)v4-(y-|3-P')]F.-(|3 + P'-«-i)j('-.v) 

^[((3 + P'-«-i).r7-(y-a-i)j'4-(y-(3-(3')^]^; 

(3'F,(i3-i,(3' + i) = p'F,4-(j-j;)^, 
PF,(i3 4-i,|3'-i) = pF,-t-(.r-v)^; 



dF, 
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(7 - 5«) (7 -?-?') (y -;3-?'+')7F.(? -'.•/ + •) 

= [a(a - -/)x/ -r- a(?j -H ?'.r) + (y - ? - ?'-!- I) (y - ? - 13'+ aMyF, 



+ [(■/ - »)-rX -h {t - ?)y - ?'jr]y{i - Jr) 



Ojc 



+ [(y - »)xy - (y - ?)x -H (y - a? - ;â'+ i) v] y (i -^) ^, 

(y- a)(y-;3-;3')(7-?-?'+')-^F,(?'-i,y + ') 

:= [a(a - y)j:K -+- «(? v + P'x) -,- (y- ? - |3'-+- i) (y - ? - ?'+ «).r]yF, 

«JF, 



■r- [(y — «)x/ + (I - p').r — P/] y(i -7) 



ày 



à F 

^ [(7 - «)'rv - (y - ?') V + (y - a?'- ? + i).r] y(i - ^) ^; 



«(y — ')F,(a + i,y — i) = (y-n- -^^ -h j^TT.)*'''' 



X— (y — a— i) h -î- h -î-i^ -P-T-^ 

' ' I — ,r i — X 1 — j* J dr 




I 



5(y-i)(i-x)F,(;3 + i,y-i) 

-l7-'-(7-«-').r].3F,+ [j3-(y-«-.).r].r^+|3y^. 

?'(7-')('-y)F,(;3'+i,y-i) 

-l7-'-(7-«->b'],3'F.+ [?'-(y-a-.)j]y^+|3'x^; 



«;3(.-x)F,(« + i,?+i) = «?F, + (a + ;3-y + i)x^+;3y^. 
«?'('-y)F,(a-M,;i'+.) = a?'F, + («-i-p'-yH-i)y^+?'x^; 

«(7-?-?')F,{a + i,y + i) = ayF, + y[(x-i)^+(y-i)^l; 

P?'('--y)F.(|3 + .,?'+.)z=|3!3'(x-:,')F, + (3'.r»^-P:,.«^; 

|3(y-a)F,(|3+i,y + i) = (3y F, + y(x-i)^, 
;â'(y - a) F,(;3'+ ,, y + 1) = P'y F, + y{y - 0^- 
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6. Revenons à Li formule démontrée au n® 1, savoir : 

do:"* ây^ 

(y, m 4- /ï) '^ ' » '.'^ / 

De cette formule et du théorème énoncé au numéro précédent résulte le 
théorème suivant : 

Les dérivées partielles d^ ordre supérieur à \ de la fonction F, peu-- 
cent s exprimer en fonction linéaire et homogène de F, , de -y-* et de -y^ > 
les coejficients étant des fonctions rationnelles de x et dey. 

En particulier, si nous calculons les dérivées partielles du second ordn», 
en suivant toujours la môme méthode de calcul, nous obtenons le sysléme 
d'équations aux dérivées partielles qui suit : 

^(,«^)(^-.^)^4_[y(^-j)_(a4-(34-i)x^-^(«4-|3-(3'4-i).r7^;3'j]^ 

(8) (r('-/)(j'-^)S+[7(/— ^)-(« + |3' + ').>"-H(« + (3'-;3-t-i)jrr + ?a]^ 

-|3'^(i-x)^-«;3'(, -x)F, = c., 

^ ^' dxdy~^ dx ^ dy ^ '' 

C'est ce système d'équations aux dérivées partielles que nous allons prin- 
cipalement étudier dans le présent travail. Nou^ en possédons déjà une 
intégrale particulière. Proposons-nous d'en trouver d'autres. 

7. Envisageons pour cela l'intégrale définie 

V'(a, (3, p', y;.v,y)=f ««-' (i - «)Y-«-«(, - ux)-?(t - uy)-» du. 



(*) Voir le Mémoire de M. Appell, loc. cit. — Pour Tétude de la <lernière équation au\ 
dérivées partielles, prise isolément, voir le Chapitre III de la II* Partie des Leçons sur la 
théorie générale des sur/aces de M. Darboux. 
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OÙ ff et h sont deux constantes quelconques, réelles ou imaginaires. Nous 
prendrons pour le chemin que suit u pour aller du point g au point /i, une 
courbe arbitraire, donnée une fois pour toutes. Si elle part du point o, ou 
si elle y aboutit, on supposera la partie réelle de a plus grande que zéro; si 
elle part du point (-h i), ou si elle y aboutit, on devra supposer la partie 
réelle de (y — a) supérieure à zéro. Si elle part du point à Finfini, ou si elle 
y aboutit, il faudra que la partie réelle de (i-f- ^ + ^' — y) soit supérieure 
à zéro. Si les points g^ h ne coïncident ni Fun ni l'autre, ni avec le point o, 
ni avec le point (-f- i), ni avec le point à Finfini, a, 3, ^' et y sont arbi- 
traires; mais le chemin que suit u ne doit passer ni par le point o, ni par le 
point 4- 1 , ni par le point à Finfini. De plus, - et - ne devront pas se 

trouver sur ce chemin. 

Ola posé, on a, comme pour la fonction $, d'abord 

Knsuite, en posant 

L(//)=//«-«(i — //)r-«->(i — //x)-?(i — //v)-?', 
on trouve 

(9) T(a-r-l)= tt-(y_i)_t|\ 

(il) ^'(?-') = /^'(-/ + i)-(v-i)T, 



puis 



(12) 



(i3) 



Knfin 



(a - \)[^\oL ~ i) 4- ^1-("/ - a - i)^'(y - i) 

;3^i^'(3+,)-H(3'r*-(?' + i)=U(/0-U(^^), 



] =(y_a-i)T(y-i)4-(i-+-(3-+-(3'--/)^'4-/iU(/i)-^'U(;^). 



[(2-/-;3-;3'-a-i)^v-?/-î3'x]*-(7-î3-!3')x/y(y4-i) 



(i/,) ^(.^_a-i)x7T(y-i)-f-?j^'04-i)+?'^^>-(^'4-i) 

II résulte de là que, entre la fonction ^ et trois quelconques des huit pre- 



Jîl ijoïj* {:\i''t»:ïiOUy f:u jA^rliculirr IVvpre^sîon des dériTêes partielle» do 
-"fori'i opJr'- il*' ^'. on ârrivf: au r»^suitat >uivanl : 

- i •. ; — i — :ri r — v ■ 4 = i jr — x \ I - 

ôr • L ' ~ r -'' ' — *-•" J 

— r ï — jr r — I /' * — -r — < ^3E — i >-— II— jr-r-S — irxr— SxJ-j- 



— i jr j 



//•r , „. , fi' I — 5^«t'ir'> Ail— A^TuAl 
_, ati.v — X 4i=i y — j[\ 1 



-r — V . = i i -^- 

ôsOv ÔJO ' dr 



fjr là nlsulOf cr fait important : lorsque les intégrales 1 L* du ei 

.— « 
/ l du ont un sens, eW's satisfont au système d^équaiions aux dérivées 



-I 



partiellrs ( 8 ): en effel, on a alors partie réelle de at>o, partie réelle de 
(y — a) > o, parlie rtvlle de Ci -r- 3 — 3'— 7,> > o. Les secoods membres 
(les (leu\ premières équations au\ dérivées partielles qui précèdent s*annu- 
lonl donc pour «• = o, i , /r = n x. 

S. D'aulres solutions particulières vont nous être fournies par Tintégrale 

l(a, 3, 5',y:a-, v) = / m»-»(i — M)T-a-«^i — i/x)-?(i— uy)-9'du. 

Ici encore, ir et A sont des constantes quelconques. Domions à x une 
valeur arbitraire, complexe ou réelle, et choisissons un chemin quelconque 

allant du point g au point - en observant les conditions suivantes. 

Si £^ = O, OU ^ = I , on devra supposer la partie réelle de a, ou la partie 
ivelle de (7— a) supérieure à zéro. Sinon, a et 7 seront arbitraires. Si 
// = I , on devra supposer que la parlie réelle de ^est inférieure à i. Enfin, 
si i: = :3c, la partie réelle de (^^i -h ^ h- ^' — 7") devra être supérieure à zéro. 
En tous cas le chemin ne devra passer ni par le point o, ni par le point -h i , 

ni par les points -» ~. ni par le point à rintini; si Ton fait ensuite varier x 
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second ordre de I, on tombe sur les équations suivantes : 

.r(i-.r)(x-:>')|p+[-/(.r-v)-(a-3^i)^«-(a-l-3-3'-M)xv-)-?>]^ 

-P.y('-y)f^.-='H-r-y)i 
_;3( x-j).y(i-A-)L(A-) . A ,...-//'\r (-/-^-')(y— ^^ ■ ^X^-i) ! 

.v(i-j)(.>—x)^ + [-/0--j-)-(5t^3'4-i)v« + (a + ?'-?+i)x>-u?x]|J 

-3'x(.-a-);JJ:-a3'(j-x)l 

m -I , 

I — 4' >' .r — nr 

* a.v àv ôy ôx w — h y j- ' \xj 

Les seconds membres de ces trois équations aux dérivées partielles 
s'annulent si l'on y fait h = i , g = Oj i , x en tenant compte des conditions 
auxquelles doivent alors satisfaire a, p, ^' et y. 

Donc, lorsque les intégrales 1 Urfw, / Urfw, / U du ont un sens, 

«-g t/j «/I 

X 

elles satisfont au système d'équations aux dérivées partielles (8). 
D'ailleurs l'étude de l'intégrale / U du se réduira à permuter dans les 



A 



résultats précédemment obtenus pour l'intégrale / U rfw à la fois x et y 

1 

(l'une part, ^ et fl' d'autre part. Et, par suite, si les intégrales j U duj 

1 

/ U duj I U du ont un sens, elles satisfont aux équations aux déri- 

y 

iées partielles (^). 

y. 11 nous reste enfin à étudier l'intégrale j V du - J(a, ^, P', y; x, y), 



où g et h sont des constantes quelconques, de module fini et différent de 
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zéro. Si g = 1 ou h = ij on devra avoir (partie réelle de PX i ou (partie 
réelle de P'X i respectivement; x el y étant donnés, on choisira pour le 
chemin que doit décrire le point u une courbe quelconque partant du 

point -pour aboutir au point—, en l'assujettissant à ne passer ni par le 
point o, ni par le point i, ni par les points -, — > ni par le point à l'infini. 

X y 

Si ensuite x et y tiennent à varier d'une façon continue, on fera varier 
d'une façon continue les extrémités du chemin arbitrairement choisi, en 
tenant toujours compte des conditions précédentes. 
Cela posé, on a tout d'abord 

J(a4-,)= J(y_,)_J, 
J(P-i) = .rJ(y-t-i)-(^-i)J, 
J((3'-i) = vJ(y-hi)-(j-i)J, 

(a-i)[J(a-i)-hJ]~(Y-^-i)J(/ -0 4-(3.rJ(P-f-i)-^;3>J(;3'-f-i) 

|3J((3-hi)4-|3'J((3'+i) 

^(Y-«-.)J(y-.) + (.-f-i3+;3'-y)J-H^u(j,)-f U(|), 

[( ay -?-?'-«- i) XK - pr - P'.c]J _ (y - (3 - ^')xr J (y + i) 
-(-/-«-!) a^y3(y - 1) -t- (3 vJ((3 4- i) + P'.rJ{^' -h i) 

On peut donc énoncer, pour la fonction J, le même théorème que pour 
les fonctions ^et I. D'autre part, on a 

^J(p.^,)=?J-H.r|^-fu(f), 

(y_«_,)J(y_,)=(y_,)J-Hxl^ + V— • 

Les huit premières fonctions contiguës s'expriment donc linéairement 
en fonction de J, de ^ et de -p • La même méthode de calcul s'applique 
d'ailleurs aux fonctions contiguës suivantes, et en particulier aux dérivées 
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ff^irlî'rll'r* dr i fVordtr ^uj/rri^ur à un. Ainsi, si l'on fait le calcul pour les 
i\*Tr\\*Tfr'?i jî/rconde». on Irouv»- 

— iv î — y —L jEir — » J 



3A I— Ail'i - >. I — x^ 

-ri'i-i' Il ,, , . 



'/ \ T — 1'»' r — s J 






- i X I — /■ -r ai : V — X • J 



i i' I — i' L' 1 - I I - > . 






--\—h L| - I T^ 1 I 

V 1' I V — /* .r V — h I 



'/ — V ,-—>-: i — — — '■ i = 

jc ôy t)y Or y — hx x — ^ v 

A la TiOAxXit in>(>'.'Ction de ces équations, on voit que si l'on suppose que 



rinléjrrale / L ^/w a un ^enri. elle satisfait aux écjuations aux dérivées par- 

lielles ("S;. 

Kn résumé, nous avons trouvé dix intégrales particulières du système 
des équations aux dérivées partielles (% ). 

Ces dix intégrales ont déjà été signalées depuis longtemps par M. Pi- 
card (^ ). La méthode ici exposée permet d'établir d'une façon nette les re- 
lations rjui lient la fonction de x et de y définie par Tune de ces dix 
intégrales, ses dérivées partielles du premier ordre, et les fonctions conti- 
gués qui s'y rattachent. 



(^ ) Sur un*i €Ttcniion aux fonctions de dirux variables du problème de Riemann re- 
lut if aux fonctions hyfferfféométriques, jiar M. Hmile Picard (Annales de l'École Nor- 
male %u/ff-rieure, f. X. »uni'.*i i8Hi,'j{« série, p. 3o5 et suiv.). 
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CHAPITRE IL 



10. J'ai rintention d'établir dans le présent Chapitre un Tableau de 
60 intégrales du système (8) analogue au Tableau des 24 intégrales de 
Kummer relatif à l'équation différentielle du second ordre à laquelle satis- 
fait la série hypergéométrique de Gauss, F(a, p, y; x). Ce Tableau a été 
signalé par M. Goursat dans une Note parue aux Comptes rendus de 
V Académie des Sciences, 



Pour abréger, je désignerai par argx celui des arguments de x qui est 
compris entre — ii et -t- tc. 

Reprenons l'intégrale / U rfw, telle que nous Tavons définie au n** 1 du 

Chapitre I. Posons w = i — ç^, d'où v = \ — u\ pet(i — p) seront réels, 
positifs, on pourra poser argp = o, arg(i — p) = o. 
On a 



or, d'après nos conventions, l'argument de i — ux varie de oàarg(i — x)\ 

d'autre part, les points i — ^r, i sont dans des régions différentes 

du plan, l'un au-dessus de l'axe réel X, l'autre au-dessous. On peut donc 

I — __ ) ceux qui sont com- 
pris entre (— tc) et (-+- u), car leur produit aura encore un argument com- 
pris entre (— ir) et (-h ir), comme celui de (i — ux). 

La formule i — uy = (i — y)(i ^ j donne lieu aux mêmes con- 
clusions. On a alors 



Sous la condition qu'on ait simultanément 






■' '<., 



V— 1 
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donc a? et ( I — ^ ^ } sont dans la même région, et, par suite, (i — x) et 

( I — ç> ^ j dans des régions différentes. On peut donc choisir pour cha- 
cune de ces quantités des arguments compris entre (—t.) et (-h'n), le 
produit (i — a7)( I — p— ^— ) aura encore un argument compris entre 
( — ir) et (h-^), et la formule u= -^ ^^-^ nous permet de 

poser 

^p = ârg(i — x) + argfi — i> j^ V 






m % 



L'égalité i — w = — î — ^ — nous permet de définir l'argument de ( i — p) 



I — i^ 



a: — I 



par la formule 

âri(i — i^) = ârgM - i^ ^^ j . 

On a d'autre part 

X — y 
I — i' ^ / 

1 — uy :=. = (l— UJC)[ I — V — 

I — V ^ 

X — I 

On posera 

ârgf I — i- ^^^^ ) i== jû^(i — w/) — ïïrg(i — wjt); 

cela revient à choisir pour argument de ( i — v — — - j celui qui s'annule 

pour V = o. L'argument d'un facteur une fois choisi, on le laisse varier 
d'une façon continue, même si, dans sa variation, il franchit Tune des 
limites (— i:), (-h it). 
Cela posé, on aura 

L'intégrale du second membre est prise le long de l'arc de circonfé- 
rence L. On ne peut pas toujours remplacer l'arc L = OM i que décrit le 
point i^ par le segment rectilignc o (-h i). Il est vrai que l'on n'a pas à 

X — — I > 

se préoccuper du point critique v = qui correspond à w = oo, et qui, 



• « 



• • ■ • 



• • • 

• • • 
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• •• 



• • • 
• • • • 



3C — I 

par suite, est sur l'arc OM' i ; mais le point critique p = _ » qui corres- 




pond à w = — j pourrait être situé à l'intérieur de l'aire O iMO (^fig- i) 
On aurait alors, en posant, pour abréger, 



V= (.a-i(,_j.)Y-a-i( , 



■( 



vx \P^-P-Y 



v{x — .v)l~?' 



X 



\P^-P-Yr _vj^ — y)\ 



x—\ 



r V ^«' = (i - e»'^?') r ' ^ V Jr -f- e"'-^^' f V dv. 

Jl, t/o *^o 



X — V 

X — J 



< I , en sorte 



Maintenant, imaginons que l'on ait ^_ <'? 

que les deux points — — — > soient extérieurs au cercle Cq. Alors l'arc 

OM'i devra être plus grand que l'arc ÔM ï, tandis que l'aire O i MO sera 



X — 1 



tout entière à l'intérieur de Cq. Donc le point — — ne pourra pas être 
situé dans cette aire. Alors on aura 



r \}du — {i-x)-^ Ç (;»-t(î_r)r-«-i /'i '1^\ "^^ ^( 



i'.r \^'^^'~y f X 

I — i' 



X 



i) 



-?• 



dv, 



et d'ailleurs 



r 



r«-»(i — r)^~*~* ï — 



vx \?-^?-Y 



X — I 



O-^O 



-p- 



di> 



= B(«,-/-«)F.(«,y-i3-(3',(3'.y;^,J-r). 

Si donc X est à la fois dans E^ et dans C^,, et plus rapproché de y que 
de I, et si y est lui-même dans C^, on aura 

(i6) F,(«,(3,(3',y;^,j)=:(,-^)-«F,(a,y-;3-{3',(3',y;-^, f^)^'^ 



(*) Cette formule a été donnée par M. Appeli (loc. cit.). 
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avec 

— TT < arj;(i — a-) <-+-7r. 

La formule de transformation u = donne des résultats ana- 

logues. Il suffît de permuter, dans ce qui précède, x et y, f( et ^\ 

Si donc X eiy sont à la fois à l'intérieur de C,,, si, en outre, y est dans la 
région E^ et plus rapproché du point x que du point i, on aura 

avec 

— 71 < ar^(i — ^) ) <-h7:. 

12. Soit maintenant 

I — i' 



// — 



I — \\r 



Tandis que u parcourt le segment rectiligne o (-h i), le point p dé- 
crira l'arc A = oMi d'une circonférence passant par les points o, i, -• Je 

choisis comme arguments de (i — x) et (i —y) ceux qui sont compris entre 
(— t:) et (4- Tr), o, si ces quantités sont réelles. 

V eix sont dans la même région du plan, p et i — a? dans des régions dif- 
férentes. Je choisis pour argument de p celui qui est compris entre (— u) 
et (-^-Ti). Alors la formule 



(• ( I — o.' ) 

I — 11=1 —^ - 

I — i'X 



nous permet de poser 



arg(i — i'a)=:iargi'4-arg(i — .r). 

On a, d'autre part, 

arg(i — i') ==arg(i — vu-). 

I — ^ \__ ) se trouve ainsi déterminé par la condition 
qu'il s'annule pour p = o. On a alors 

On ne pourra remplacer l'arc de circonférence A par le segment recti- 

Fac. de T. — Vif. F. 4 
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y — I 



ligne o (-f- 1) que si le point critique r = ■- n'estpassurl^aireoiMo; 

c'esl ce qui a lieu si l'on a 



D'ailleurs 



y — J- 

■■ < I 

> — I ! 



f rY-«-«(i - i')'-' (i — (\r )ft-^ft-r ( i — y ^ _ "^ j dy 

Par suite, si x el y sont simultanément dans C^ et si, en même temps, 
y est plus voisin de x que du point -h i, on aura 

avec 

— 7:<arg(i —y)<-hT.. 



I — y 



Si Ton pose u = _ ^ ? il suffira de permuter, dans les résultats que 

nous venons d'obtenir, x ely d'une part, P et p' de l'autre, en sorte que, si 
X ely sont simultanément à l'intérieur de C„, x étant plus voisin de y que 
du point (-h i), on a 

avec 

— 7r<ar{5^(i — .r)<-f- ::. 

— r, < arg:(i - r) <-^t., 

13. En résumé, posons 

/ IJ du z=z B ( 5t, 7 — ^ ) Vi • 

Si .r ely sont tous les deux à l'intérieur de C„, on a 

9,— r,(a, |3, ;3', y;^-, V). 

Lorsque x ely sont simultanément dans la réfjion \\ 

9, = (i~,r)-.^(i--j')-'"K,(7 a,^,3',y;j-^, ^^7-^ 
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avec 

— 7: < arg(i — j;-) < -i- 7:. 

— TT < arg(i —y) <4- 7:. 

Si X est dans la région E^^, et plus voisin du point y que du point (-h i), 

o. = (. - .r )-=• F, (a, y - 13 - ^', 3', "/ ; ;^ . '^f ) 

avec 

— t: < arg(i — a-) < 4- r. 

Si y est pris dans la région Ko et plus voisin de x que de (h- i), 
Si X est à l'intérieur de Co et y plus voisin de x que de (-h 1 ), 



9,— (I - a^)r-«-?(, - v)-!^' F, (^y - a, y - ^ _ ^fi\ ;3', y ; x, 






r — I 



[—•::< arg(i — ^)< 4- tt], 
f— 7:<arg(i— j) <4-7:]. 

Eniin, si y est fi l'intérieur de C© et^ plus voisin de x que de (-h i ), 

9. = (i-j)Y-a-fJ'(,_^)--PF,(y--a,?,y--i3--;3',y;^^,j), 

[— TT < arg(i — a7)< -h 7:], 
[— 7:<arg(i— j) <H-7r]. 

14. Envisageons maintenant l'intégrale 



. 90 



u est réel et négatif. Son argument pourra être pris soit égal à (-f- t:), soit 

égal à (— ir). On posera 

arg(i — //) zn o. 

Pour arguments de i — ux et de i — uy^ on choisit ceux qui s'annulent 
pour u = o. 
On doit avoir 

(Partie réelle de a) >o, Partie réelle de (n- ;3 h-(3'— y) >o. 
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Les variables x ot y seront assujetties à ne pas franchir le segment 

A ces conditions, l'intégrale a un sens et définit une fonction uniforme 
d(» ./• et d(*^^ 

(^choisissons d'abord {-^ r.) pour argument de u. Posons 



// =z c'^ » 



i' 

I — r 



c étant une (juantité réelle appartenant à l'intervalle (o, i). 

( )n pos(»ra 

argr — o, arf?(i — i^ =1 o. 

Pour arguments de 1 — r(i — -v) et de i — i(i — v), il faudra prendre 
ceux ([ui s'annuliMit pour i- — o; et alors on a 

/ II du ~ />«'^ j i'»-»(i — r)î^ ^{i Y[, — r(i — .r)]-î*[i — r(i — j)]-?V/r, 
OU bien 

• 

D'ailleurs, en se reportant aux formules (i5), (i(>), (17), (18) et (19), 
on voit que, si x et^* sont simultanément dans C,, 

Si .r et >• sont simultanément dans K,, 



,r — I >• — I ' 






avec 

i— r < arjr./* <— - u 



Si ^r est dans la ivgion K, et plus voisin de >• que de l'origine. 






avec 
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Si y est dans la région E, et plus voisin de x que de l'origine 

91=7'"'' F, ^«,(3, i-ha — y, I -f a -i- ;3 h- [5^ — 7; ^ ~ '^ , ^^-^^ 

avec 

(— 7r<argv<-+-7:). 

Si X est à l'intérieur de C, et y plus voisin de x que de l'origine, 



9« 



>• — J7 



Si y est à l'intérieur de C| et a? plus voisin de y que de l'origine 

^,-=: x-^y^^-y F, ('i -f- ? 4- ^'~ y, (3, 1 -f- a - y, I -h a 4- ;3 -h ^' - y ; ^^^^. ' -.r)- 

Dans ces deux dernières formules, on a 

(— 7:<arp;j-<H-7:), 
(— 71 < arg V < H- tt). 

Rappelons que, si Ton prend argw = 4-7:, 



et, si Ton prend argw = — ir, 

f U ^w = e-»*'^ B ( a, i-i-i3 4-(3'— y)9„ 

15. Prenons maintenant l'intégrale 

On prendra l'argument de u égal à zéro. Celui de (i — w), quantité 
réelle négative, pourra être pris égal soit à (-h -11), soit à (— ir). 

Observons que les points x et j^ sont assujettis à ne pas prendre de 
valeurs réelles comprises entre o et i. Pour rendre la fonction uniforme, 
nous interdirons aux variables x et y de franchir le segment rectiligne 

o (-+- 3o). On pourra donc choisir pour argument de i — ux, i — uy 

ceux qui sont compris entre (— 7:) et (-f- 7:). 
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Les variables x et y seront assujetties à ne pas franchir le segnnent 
(-oc) o. 

A ces conditions, l'intégrale a un sens et définit une fonction uniforme 
de X et de^. 

Choisissons d'abord (-4- tz) pour argument de u. Posons 






I — V 



V étant une quantité réelle appartenant à l'intervalle (0,1). 

On posera 

argc^o, arg(i — v) = 0. 

Pour arguments de i — p(i — a;) et de i — v{\ — v), il faudra ])n*n<lî 
ceux qui s'annulent pour r = o; et alors on a 

ou bien 

U du = e«'^ B(a, , -^ [3 -^ j3' _ y)o^. 

D'ailleurs, en se reportant aux formules (i5), (i(*)), ( ï; 
on voit que, si x cl y sont simultanément dans C,, 

Si a? et y sont simultanément dans E^, 

avec 

(— 7: < argj:* <-+- n '. 

(— 7:< argj<-h - 
Si X est dans la région E, et plus voisin <! 

9,= j?-*F, f a, 14-a — 7, ;3', I 4- y- 
avec 

( — 7: <: îirt: 
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Si X ely sont tous les deux extérieurs au cercle C^, 



Ici, on a 

— 71 < arg(— a') < 4- 77, 

— TT < arg(— kXm- tt. 

Si a; et j>^ sont tous les deux extérieurs au cercle C^, 

93 = (i - x)-^{x^y)-^' F, {y ^ a, p, (3', i 4- ? + (3'- «; j-^- , ^). 

Je dis qu'on a 

(— 7r)<arg(i — j:-)<(4-7r), (— TrXargCi — /)(-h tt). 

En effet, reportons-nous à la formule (i5); le facteur (i — x)"^ provient 
du produit (— ^)~m '"""•) > ^i' l'argument de (— x) a été choisi entre 
(— tt) et (-f- tu), et dans la formule (i5) (après qu'on y a changé a? en - )? 
le facteur f i ) a aussi son argument compris entre ( - ii) et (-}- ir). 

D'ailleurs (— a?) et ( i — - j sont dans des régions différentes, on a donc 



i(-i) 



arg(i — :r)=::arg(— j:-)4- argl i 1> c. q. f. d. 

Si'o: est extérieur au cercle C,, et - plus voisin de - que de i , 

%Ay f 

avec 

— 7r<arg( — /)<-!- ;:, 

— 7r< arg(i — cr)<-h tt. 

Si/ est extérieur au cercle C,, et — plus voisin de - que de i , 

9,=:(-j)'+P-Y(-.r)-?(l- v)ï-'-?-f 

X F,( . + ? + ?'- y. |3. . - «, . -h (3 + iâ' - «; ^\~J\.^ ' 7^. 
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avec 

— 7: < arj:( — ./•)< -^ r, 

— 7:<ar^( — /)<-^7:, 

— 7: <.nr?:( I — y)<-h 7:. 

Si X est extérieur à G,, et — plus voisin de - que de i , 

avec 

— -<arg( — .r)<-+-7:, 

— 7: < arg( I — .r )< -4- 77, 

— 7:< arg(i — jX-hTT. 

Si y est extérieur à Co, et - plus voisin de - que de i, 

avec 

— 7:<arfr( —y)<-^r., 

— 7:<arg(i— .r)<4-7:, 

— 7: < arj; ( i — >)< -r 7:. 

16. Kxaminons actuellement Tintégrale 



1 



Ç //»-!(, _ ,/)Y-3i-ï(i — //^)-^(i — uy)-'^'du. 



*- 



Nous faisons décrire à w le chemin qui va de l'origine au point - en droite 

«[* 

lifCne. Si (o est rarj^aiment de ( — a;), supposé compris entre (— 'ir)et (-+-?:), 
et si Ton veut, pour l'argument de //, un argument compris, lui aussi, entre 
(— r.) et (-h 7:), il faudra [)Oser arg// = :: — w, si le point (— x) est dans 
la région supérieure du plan, et arg/^ = — 7: — co, si le point (— x) est 
dans la région inférieure. 
Dans le premier, on écrira 

Il = c'-^'^ — i' étant réel, et appartenant à rintervaile (o, i ), 
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et, dans le deuxième cas, 

u zzie-*^ r> V élanl réel el appartenant à Tintervalle (o, i). 

( ^) 

\ — u =1 : on choisira l'argument qui s'annule pour p = o; 

1 — ux == I — p; arg(i — ux)= arg(i — t^)= o; 



= 1 — ^ • 
On doit avoir 



I — uy = 1 — — : on choisira l'argument qui s'annule pour p = o. 

Partie réelle de (a) > o, 
Partie réelle de (i — [3) > o, 



X est assujetti à ne pas prendre de valeurs réelles comprises entre o et i , de 
façon que le point (4- i) ne soit pas sur le parcours de la variable u. Le 

point - ne devra pas, lui non plus, être situé sur ce parcours. 

Supposons que (— x) soit dans la région supérieure du plan; alors 



arg w =: TT — arg( — j?), 
et 



1 



f \]du — e'^'^{-'X)-^Ç i'*-Hi — i')"^(i— ^)^ * Y'""^) ^'*'* 



D'ailleurs, sous les conditions - <[ i? 



y 

X 



<l, 



jr'.«-.(.-.'H(.-jy"""(.-.':^)"^.- 

= B ( «, I - |3 ) F, C«, n- 3c - y , i3', 1 -f- a - (3 ; ^ , ^ 



On peut donc poser, si l'on a arg« = 7: — arg(— -t), 






et, si l'on a argw = — u — arg(— x)^ 



1 



"^0 



l'intégrale ^4 pouvant, d'ailleurs, prendre les formes suivantes : 

Fac. de T. - Vil. F. 5 






\. JL ^k^k- 



-r-*" 'l ",'*.• '.-^ ',- 4'- 'r"?'..-: •^,. r* 'j' I»^!»- ^ liïSJL 4*- î -' 



*ja^ le 






< * -.■ 



» ^ • ..- 



^. / -r-^ -it^-f;^;,: *■- '-r*:;-*^ -î •- jv-* 'ï >i*îi Or r--ri^ii*r «joe «io p>i:»int 



— r 



■ï - - 



'F : — î- : — X — :• . î . : — 3 — î; 



E — X » — 



I- 



^ fU ^ ^f»'*\*»'éX^ 



h H^AT'i' \fHfX. 






'U,ur 



*f^ : - r = if-' : i — *rT 



— -: < an' i — z <c — t. 



XI 



huUh 



HT'j V — r — ars ' i — =- j — ars — r 



^i / fX c.xU'.ûi'Mî *%n rjTcUf C,, el_>' plus voisin de i que x. 



ï / 



I — V 






itSf'r 



— r: < art:- 1 — ^ • < -r- ~. 



•>i y ''^l |ilu« voisin th* i rpje de x, et aussi plus voisin de o que de x. 



V. 'r 



;i v^ 



«r^:/'/ - r j i^ ar{r( i — — J -t- arg( — .r). 



Si X ''hI. <*xl<Mi<*ijr à (^^ H y [iliis voisin de i que de x. 



'. ^ n 
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avec 

— 7r<arg (— j^-X-hTT, 

~ TT < arg(i -- d:) < -+- TT, 
arg(/ — jr) = ârg^ i — ^ j -h ârg(— jr). 

Enfin, si^ est à la fois plus voisin des points i et o que x, 

\ I — — JT Ju J 

avec 

— 7r<arg (— .r)<-h7:, 

— 7r< arg(i — j?) <-h7:, 

L'intégrale / Urfw donne lieu à des considérations analogues. Il suffit 

de permuter dans les résultats précédents x ^X. y d'une part, ^ et [5' de 
Tautrc. 



Si l'on a argw = t: — arg(— y) 






et si l'on a argw = -— t: — arg(— ^) 



rintégrale ç^ pouvant d'ailleurs prendre les formes suivantes. 
Si/ est extérieur au cercle C^, et x plus voisin de l'origine que/, 

?« = (-/)-* F, (|a, (3, i-f-a-y, i-^a-;3';^,^ 

avec 

— TT < arg(— /)< + 7:. 



^i y s-^x -ti^^r-^ir ;sifj Ci^rcl^ ^I, el r plu5 ToîsÎD de rorisine que de %-. 

-y — r — V -'-' X — y-'F. i — i , i. I — 2 — >- I — a — S: » I 

' X — ri — V 

— - < irs — » < — T. 

— T < jrç I — V < — t:. 



ar^f r — V = ar::» i ) — are — v 

V 



.Si y t-^V *'\Xi'v\*'\\v au f-ffcU' C, et x plus voisin de i que \% 



^. I — X 



user 

— :: < arjr i — v ; < — ». 
Si X e«il plus voisin de i et de o que de^% 

;iv^'r 



Brçrjr — v) - ar;r( i ■ \ -^arg( — j». 

Si y r*st extérieur à C<,, et x plus voisin de i que dey, 

■ z<arg (— JX-i-t:, 
- z<arg(i —/)<-+-::, 

ar^^f./- - /) — ârg(i — ^j H-arg(— j). 
lùiliri, si X r*Hl îi lit fr>is [)lus voisin des points i et o quey, 



J 
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» 

avec 

— 7r<arg (— y)<-4-7r, 

— 7: < arg(i —y) < 4- tt, 



i-y) 



arg(a?— ^)=:arg i— - )-h'dTg(—y). 



17. Soil à étudier l'intégrale 



/ M«-»(i — *i)T-«-Ui — «^^-^(i — uy)-^'da. 



X 



Ici nous poserons w = — , p étant une quantité réelle appartenant à Tin- 
tervalle (o, i); on aura donc 



argM =r~argj:. 
On doit donc avoir 

Partie réelle de (i — (3) > o, 

Partie réelle de (i -+- [3 -+- [3' — y ) > o. 

D'autre part, 

I 

I — u = 1 ; 

il ne faut pas que cette quantité puisse devenir nulle, x est donc assujetti 
à ne pas prendre de valeurs réelles supérieures à i . 
De même 

I — UY r=l — -i^ ; 



il ne faut pas que ce facteur puisse s'annuler. Donc — est assujetti à ne pas 

prendre de valeurs réelles comprises entre o et i , c'est-à-dire que x eiy ne 
devront pas se trouver en ligne droite avec l'origine, du même côté par 
rapport à l'origine, y étant compris entre l'origine et le point x. 
Maintenant 

I — i'^r 



I — w = (— i) 



VcT 



Pour argument de i — px, je choisis celui qui s'annule pour ç = o. Si Ton 
veut que l'argument de i — w soit compris entre — ir et -+- ir, si jc est dans 



F. 3S R. LE VAVASSEUK. 

la partit» supérieure du plan, il faudra poser 

\ — it zzz e*-'^ et ï — UTzz e-'^ 

c.r i'.r 

lorsque x sera dans la partie inférieure. 
Ue nienic» 

'-"r = (-0;^(.-.-j); 

on choisira pour arfjumcnt de i — r- celui qui s'annule pour i' r= o. De 
plus, si Ton veut cpie Targunient de i — uy soit compris entre — t: et -h'n, 
si - est dans la partie supérieure du plan, on posera 






.r 



si, au contraire, - est dans la partie inférieure du plan, on écrira 



rx V y ) 



Si Ton pose .t* = ^ -f- ir\^ y ='^' -h iri\ 






, . ./• 



Si - est dans la partie supérieure du plan, on a 

l*ar suite, si Ton parcourt le périmètre du Iriauji^le Oxy dans le sens Oxy, 
on a Taire du trianj;le à sa droiUi. On aura Taire du triangle à sa gauche 

si le point - est sur la partie inférieure du plan. 

I^iilin, 

I — i' 



I — tt .V z=-. e 



■»-*-.7Zl 



( )n aura alors 

.1 



^ * \ y / 
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les valeurs de £, £', t" étant déterminées ainsi qu'il suit : 

Si arg(i — wx) =^-h TT, £ — — i. 

Si arg(i — w.r) =:— 71, t-^-\-\, 

oc 
Si — est dans la partie supérieure du plan, e' =— i. 

ûC 

Si — est dans la partie inférieure du plan, ê' = -i- i. 

Si X est dans la partie supérieure du plan, e" — -i- i. 
Si X est dans la partie inférieure du plan, £"— — 1. 



D'ailleurs, sous les conditions | a:| -< i , 



X 

y 



<I, 



=: B(H- j3 4- ?'- y, I - (3) F, ^ 4- (3 H- p'- y, I -h a - y, (3', 2 4- p'- 7; x, ^ j 

En résumé, 

f {]du=: eeP^ic+£'P''i:^e"ïy-a-»)'i^ B(i 4- ;3 -f- ^' — y, I — ^)96, 



.r 



Çj, ayant Tune des six formes qui suivent. 

Si X est dans C« et plus voisin de l'origine quejj^, 

9,=::c«^P'-Yy-P'FYi4-?4-i3'-y, i 4- a - y, j3', 24-p'-y; a-, :^ j 

avec 

— TU < arg X < -h TT 

et 



X 



argy=arga: — arg- 



Si or est plus voisin de l'origine que de i et dey, 

On a d'abord 

— 7r< argj:^ <4- tt, 

puis 

— 7r<arg(i — x) <4-7r, 



4'^ 






h. IL TAVJL>SEXK. 



ifï r — 






— arex. 



Si / ^îl dau* Ui i^'/iou K» <:t - plu^ voisîn de i que -• 

- r * ■ X 

• 



a^«r'. 



— r:<arjr-''< — r. 



dr:r V = arj: r — ari: — » 



— - < ar2 ■ I — X ) < — -, 



Si - ^fsl i>liJ> voi>iii d«? I <'l dr o que de — » 



V, : ,''^-rj-> T. v-/;r->-?-»F, 



^ ^ 



— ::— r» —y, I — X— y,i — a,2 



— -# — / • » I 

X V JT JlJ 



;i V e<: 



— - < argx <— r:, 



./• 



arjri- — ar;rx — arg -» 



ar;:^ V — y j _ argi - — i j 



arjr./. 



Si ./.est dans C„et si - est plus voisin de i que de - 



V, /» -> -'.^ I - ./ jv » :'( V - .rr^ F, I » - y, 






a, y , ^ -t- 



j5 — r; .r, =— 



ilVlT 



— t: < argx 

- t: < arjrd 

art:( r - ./• ) ■ 



— ■tX-ri:, 



""-(i--') 



arjr./- 



I^nlin, si xr*sl|)lus voisin de l'orij^ine (jue^', et- plus voisin de i que de -> 



i 
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avec 

— 71 < argj? < 4- 71, 

— TT < arg( i — x)<-hT:, 



arg r = arg^r — arg 



(?) 



arg (7 



— a:)=zargr^ ~ 7 "^ ^''^*^* 



Pour obtenir les résultats concernant Tintégrale / U duj il n'y a (ju'à 



permuter, dans ce qui précède, a; et ^, ^ et P'. 
On a donc 



r u^Me*'P''^-^«'P'''^^s"(Y-«-«'''^B(i-+-;3-hp'-7, i-;3')?;, 



£, c' et e" étant déterminés comme il suit : 



Si arg(i — f/7)=n-7:, £' = — i, 
Si arg(i— Mj)z=— 71, £' = -i- I. 

Si — est dans la partie supérieure du plan, g =— i, 

y 

Si ~ est dans la partie inférieure du plan, e =4- i, 

Si y est dans la partie supérieure du plan, e"=^ -h i. 
Si / est dans la partie inférieure du plan, g"— — i . 

9. aura, d'ailleurs. Tune des six formes ci-jointes : 

Si j^' est dans le cercle C© et plus voisin de Torigine que ,i\ 

9, = y«^P-Yx-PF, ^n- j3 + (3'- y, (3, H- a - y, 2 -4- {5 - y ; J, .v); 

Si y est plus voisin de l'origine que de i et de x^ 

(p,:= Vt^p-Y(,- r)T-«-«(^-7)-PFy I _ {3', p, , -f- « - y, 2 -^ P - y ; --2_, -^); 

Si y est dans la région E^,, et - plus voisin de i que -» 

ç,,= vup-Tx-P(,-j)T-'-P-P'F.[i+(3 + P'-y,(3, ,-«. Q + |3-y;-li£^j,-f-j; 
fac. de r. — Vît. F.6 



F./|2 n. LE VAVASSEUR. 

Si - est plus voisin de i et de o que de -> 

•/ 

97 = j>-^?-Yx»-^?'-Y(x-7)Y-i-P-P'FjiH-(34-;3'-7,i-«,i4-«-7,24-?~y;-7^^ 

L y •'"» y ^ J 

Si^' est dans C^, et si — est plus voisin de i que de -> 

Enfin, si^' est plus voisin de l'origine que x, et - plus voisin de i que -, 

•^' y 

Dans ces formules, on a 

— TT < argj <-+-;:, 

— 71 <arg(i— j)< -hr, 



argj:- = argv — arj^î^, 

arg(wr —>')=: arg( — — i | -+- arg v. 



18. Nous arrivons à Tintégrale 

\ M«-«(i — //)Y-a-'(i — uxY^{\ — uy)"^ du. 

On doit avoir 

Partie réelle de (y — a) > o, 

Partie réelle de ( i — (3 ) > o. 

On fera décrire à w le chemin rectiligne qui va du point i au point -; 

on posera, en conséquence, w = i — v — — ? r étant une variable réelle 
appartenant à l'intervalle (o, i). Ce facteur ne doit pas s'annuler. Or l'équa- 
tion u = o équivaut à x = i — - ; donc x est assujetti <i ne pas prendre 

de valeurs réelles négatives. 



j 
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De même 

Ce dernier facteur ne doit pas s'annuler; _• est assujetti à ne pas 
prendre de valeur réelle, positive, comprise entre zéro et i. Géométrique- 
ment, les points -> - ne devront pas être en ligne droite avec le point -f- i, 

- étant plus près de i que -• 

y ^ 

Passons aux arguments. 

u = \ — V — r~î ^^ prendra pour argument de u celui qui s'annule 
pour i^ = o. 

1 — w = ;-^ v\ û X est dans la partie supérieure du plan, - est dans 

la partie inférieure; il en est de même de = i . Si :«: est dans la 

partie supérieure du plan, on posera donc 



( i — u — e^''^- 



— X 



et si X est dans la partie inférieure, 






> 



en choisissant pour argument de — — celui qui est compris entre — ii et 

-4- 'îT. L'argument de v est égal à zéro. 

I — ax = (i — x^{\ — ^) ; posons arg(i — i^) = o. Choisissons pour ar- 
gument de (i — x) celui qui est compris entre — -ît et -h i:; alors 

arg(i — wjt) = arg(i — x). 
Remarquons que Ton a 



arga:= arg(i — x) — arg ^ , 



(i — M^) = (i —y) I — ^w '_ \ ' On prendra pour argument de (i — /) 

celui qui est compris entre — t: et -f- tt, et pour argument de i — ^' ^ ' ~ — 
celui qui s'annule pour p = o. 
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On arrive alors aux résultais suivants : 
Si .r est dans la partie supérieure du plan, 



r Ut/i/ = e^Y-3t-»)/«B(y — a, I — ?)9,; 



Si j: est dans la partie inférieure du j)lan, 



2 

..r 



9* 



'v* 



D'ailleurs, Çg prend les six formes (|ui suivent : 
Si X est dans E^, et - |)lus près de i (|ue -» 

%. 

-r: ( . - x)r-«-?.r«-T(, -..)-? F, [y _ a, , - a, ^', , + y - a -jâ; ^^1^^, 4^~---n 

L' ' *^ .r .r(i — v) I 

les ar}jfum(»nls de x, i — x, i —y étant compris entre — - et -h û; 
Si X est dans (^, et - plus voisin de i que de -» 

9,r= (I - a)T-='-?.r'+?-Y(.r -v) ?F, [i - ;3, i - a. jâ', n- y - a - j3; i - .r, •''^'~'^^ 
Si xcst dans C, plus près de i que >', 

9,,-^ ( . - .rï-«-f»(i -.D-fp/y - a, y _ ;5 - 3', ^', , + y _ a _ _3; I - .r, :i^); 

Si X est plus voisin de i (jue de >', - plus voisin de i que de -, 

=,( ,_ .,.,Y-a-P(,_ v)T-«-P (.r - j)«-TF, [y - a, I - a. y - ^ - 13', I + y - a - (3; 'y^, -^-^—^ 1; 
Si X est dans la région E,, plus voisin de i (juc de^'. 

Si enfin x est plus voisin de i que^, et - plus voisin de i que -i 
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Dans ces formules, les arguments de .r, i — .r, i —y sont conipris entre 

T. et -h ?:. 

On a, d'autre part, 

/ \ — r v(i— j?)i — — , , 

aï'{?(^ -y) = a»'g I I - 7(7ir7)J -^ «rgo- 4- arjr(i - y). 
itln permutant, dans ces résultats, x et y y p et [ï', on aura ceu.\ (jui con- 



1 



cernent l'intégrale / U du. 

Les voici : si^' est dans la partie supérieure du plan. 



1 

•r 



f []du = e^y-^-^>''^U(y — a, i — ^')9,; 



Si y est dans la partie inférieure du plan, 



1 



r U^w = e-^Y-3i-i)''^H(y — a, , — ;3')(p,, 



0.2 pourra prendre Tune des six formes qui suivent : 
Si y est dans E, , - plus voisin de i (jue -, 



V»-('-y)T^-«-P>'"-^(»-^HF,[y-«,[3, i~a, i-^y~«--;3';^|^^ 



Si j^ est dans C,, et - plus prés de i que -, 



(p, = (,-y)Y-«-Py+P-T(y_^)-PF,ri-î3\(3.i-a,i4-y-a-^';:iL!_^,,_^j; 



Si_^ est, dans C,, plus voisin de i que x, 



9,z=(, _j)T-"-P(, _ ^)-PF,(^y - «, ^, V - |3 - p', 1 + y - « - P'; ;^' ' - .>) ; 
Si y est plus voisin de i que de x et - plus voisin de i (jue de - , 
<p, = (I _ v)T-»-P(, -^)T-«-P(j-x)«-T F. [7 - «, y -. p - ^', , - «, , + y - a - (5': -'^^^ ~^; 
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Si^ est, dans la région E,, plus voisin de i que de x, 

Kntin, si y est plus voisin de i que x, - plus voisin de i que -> 

Dans ces formules, les arguments de y^ i — x, \ — y sont compris entre 
— t: et -h u, et l'on a 

arg(j-.r)z=zargl I - _ -— ^ I .+. ar^'r + arp(i - x). 

19. Reste enfin à étudier Tintégrale 

I 

r ««->(! — //)T'-«-^ (i — M.r)-? (i — tty)-?'du. 

.r 

Imi premier lieu, on doit avoir 

Partie réelle de ( i — (3 ) > o. 
Partie réelle de (i — |3') > o. 



I « I 



Le chemin décrit par u sera le segment rectiligne allant de - à - 
Posons 



"=M 



I 



y 



i éijint réel <ît appartenant à l'intervalle (o, i). Ce facteur ne doit pas s'an- 

nijl<T. Or l'égalité i — p^ = o revient à - = i : la condition revient 

doiM- géométrifpiemcmt à la suivante : les points or et y ne doivent pas être 
a l;i fois t'ti ligne droite avec l'origine, et de part et d'autre de l'origine. 

l>';iill«Mirs I n i — i- ; _J ne doit pas non plus s'annuler. 



;r 



Ol réqij;ilion 



y — ./• 
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peut s'écrire 



I 
I 

y 




I 


1 
I — 

X 


(^' 





on en conclut que le point i ne doit pas se trouver sur le segment de droite 



,1,1 
qui va de — a - 



Dans la formule m = — i — V> je choisis comme argument de x 

celui qui est compris entre —ii et -h'ît, et comme argument de i — ^— ^ ^— 

celui qui s'annule pour ^ = o; on a donc 

argi/==^é(i-*' + i^^)-^^. '""==^['~"7r^]' 



et Ton aura 



arg(.-«) = arg(,-i) + arg[.-.^^J_^] 



1 — uxz=. -L — ^ — Vy d'où arg(i — ux) -=i argl i \ 



Enfin 



y — ~- X 

I — My =r eS'«:^^ — ^ — (i — ('). 



9 



On posera 

Y 

£ =4- 1 si — est dans la partie inférieure du plan, 
£ r=— I si — est dans la partie supérieure du plan. 

Alors on a 

Ç U^a=:e(»-«P')'«B(i-(3, I — (3')cp,o, 

ç,o pouvant d'ailleurs se mettre sous les six formes suivantes : 

Si y est plus voisin de x que de l'origine, et - plus voisin de - que de i , 

.,= ( r - x)'-P-P (X - ,)T-«-» x'^P-T^M F. [. - |3, .-a, . + « - y, a - p - 13'; -^--^ /[.l"^.) ]; 
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Si /■ *->{ plus voisin d«?^' «|ii»* '1»^ rorijrino ol que de i 



' I 



I -- /■ I 



. .1 >-.i . r, -irr-^-' T>->-^V 



I I — i, V — i — i , I — a — -/, 2 — i — .i : =-» : ); 



Si ^' t>f plus \oisiii i\o j: i|u«* do i, «*l aussi - plus voisin de — que de i« 



y / ,* -^-^ « /■ -- I •" 



> r>^>-:s » — I !>-» I-, I — ^, I — 3t, 7 — j3 — i ,2_^_ ^; -—^ : 

I ' I — Y XK\ — V) 



Si V rsl plus voisin de s que de Torijrine el de i. 



Y / 



>, , i y ' 



,.->-.i, , - ,,r->-',?-?-. F,( l-i. i-a-y.y-i-J, l-i-i;— -^.•— -_j; 

Si ./; ^'st plus voisin de y que de i • el - plus \oisin de - que de i , 



Mutin, si ./; **>{, [ilus vriisin de >' (pie de 1 origine, el plus voisin de - que 
<!«' I. 

I);uis ri's formules, les arffumenls de x el d(* (x — i) sonl eompris entre 

-- T, <'t -r- T. 

^ )n «1 rraulre pari 



— >' 



iirjr y — arj; ^ -h arfr j-, 



— /j: V — iv — y — , 
iirj,M^- I) =ar^'(- ^^— — |-j-harj|:~-harg(x — I), 



aij:(y — .-r) = arff ( ^ i J -+- arj^x. 



20. Kn résumé, voici h* Tableau des soixante intégrales annoncé au début 



i 
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de ce Chapitre : 



I — jr 



?l = 



-j)-«F.^«,(3,y-P-j3',y; 



y — ^ y 
> 



J — ' 7 — » 



- x)Tr-«-P(i -^)-P'F, ^y - «, y - (3 - (3', (3', y; X. •^— i 
-rF-»-P'(i-x)-PF,(y-«,p,y-P-?',y; J^,y): 



?t = 



/ F,(a, (3, {3', n-«-i-p + (3'-y;,-x, i-y), 

j:-« F Y«, I + a — y, {3', h- a -h 3 -h (3' — y ; 
y-«F,fa, {3, n-a — y, n- a -h {3 4- (3'— y; 



.r — I y — 1 



a: 



X X 



y —Jc y — \ 



iyt-^P-Yj:-PFYi4.p4-(3'-y,(3, i + a-y, n-a-h(3-^i3'-y; 



; I — j-, 



y~x 



) 



X — Y 



X 



^'>-j ; 



?»= 



-•rH(-y)-P'F,('i + i3 + (3'-y, p, P', 1 + (3 + p'- «; ^, -), 

i-x)-P(i-y)-P'F,(y-«,p,p', i + j3 + (3'-«;— !— ,— î— V 

-x)«-^P-T(-y)-P(i-a;)T-'-P-P-F.ri + p + p'-y, i-«,p', i + (3 + |3'-«;^--|^, ^,1'^) ] 

-y)'^P-T(-x)-P(i-y)T-'-P-PF.r.+p + (3^-y,p.i-«,i + p + |3'-«; f~J[^ ,-!—], 

,_^)T-«-P(_^)«-T(,_y)-PF.|y-a,i-«,p',n-p + (3'-«:i,-^|^^], 

, _ j,)T-«-P'(-y )«-T(i - x)-PF. (y - «, p, I - «, . + (3 -h (3'- «; -^^1^, 1); 

F.7 



Fac, de T, — VII. 
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I >• 






( 



^, — / 



(. - ./ r» F.(a, ■/ - .3 - 3', 3'. . - « - 3: -p^, ^), 
(j^-^r'F.fa. . ^ a -y. / - 3 - 3'. . - :t - 3: ^^, -^ ), 

(, _ ,r)^-^->(- ./•;?-?'-r( V _ .r)-> F, f i - 3, y - 3 - ?', 3', I - 



x — fi: -y ), 

JT y — jcf 









•|(3C, ;3, i-t-a-y, i-,-a-3'; ^, -j j 






•,( I — .i , .^, I -^ a — y, iH- a — ^ : , ) 



^i-7)-*F.(a,^,y-;3-3\.^a-^3';f--^;,--^,)^ 



W~ 



X .r — I 



(^''-f)''^^\(^f '/ — ?> — P'^ I -ha — y, I -h a — 3'; , '■ ;) 



(.,. _^v)'-?-? (-/)?-? -T(. - r)ir-»-' fY. - ,3', y, - ,3 - .3', i + « - y, i + a - ?'; :^, ^^j 



V I — V 



; x'-?-Ty-p- F, ('. + 3 + ?'- y. . + a - y, 3'. . + ;â'- y; x, ^ j, 
^.+p -Y( , - X )T-«-' ( j - X)-?' F, (. - ;3, . + a - y, 3', 3 + ji' - y : j^ , ^irT )' 



W - 



xt4-^-Ty«-rJ-r(y — x)Y-?-?-' F, [ 



H- ;3 -H ;S' — y, n- a — y, i -+- a, 2 -+- 






.^1 .?-Y( , _ .,. ,Y-« ?( y _ .,•)-?• F, Ti - 3, I - 5t. ;3', 2 + ;3' - y ; x, £il_2:ll, 

.^..?-T(_y - ,.^.-?-? v?-.(, _ .,.;Y-«-. F, [. - ;3, . + « - y, I - «. a -t- ;3'- y; ^^^^^J' ^^J; 
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y 



?7 



= / 



?*={ 



?.= 



-P-T(, _y )T-«-«(^ _y)-P F,^i - |3', i3, 1 + « - y. 2 + ? - y; -^, -^-), 

-?-r^-?(,_j,)T-.-P-PF.[n-|3 + P'-y, (3. .-«, 2 + ^-y; Ji:^, -^], 

y yji — j-)] 

-P-T(, _y)T-«-P(^ _y)-pF, I", - (3', p, ,-«,, + i3 -y; ^y^£^' ^j, 

+P-T(x -y)'-P-P'xP'-«(i -y)T-«-« F, Fi - P', I - «, 1 + « - y, a + (3 - y; J, ^j"^"'^ ]; 



•^P- Ya:«+P-Y(a: — j')T-'-?-P' F, fi H- ^ + |3'— y, I — «, 14- a - y. 2 -+- j3 — y ; 



- a-)Y-«-Pjr«-T(,_y)-?F, [y - «, I - a, p', 1 + y - « - (3; 



jr — I /(i — 



jr( 



i--r) 1 



- .r)T-«-Pa:«+P'-Y(a: - j)-P' F, fi - p, i - a, (3', i -H y - « - P; i - a-, 2lL_£}"| 

- ^)Y-«-P(, _y)-P' F, ("y - «, y - j3 - (3-, (3', I -f- y - « - P; I - a-, J^)' 



j- y(i — 



- x)Y-«-P(, -y)Y-«-P(x -y)«-Y F, [y-a, i -«, y-(3 -jS'. , -i-y-a-p; J_ 

L y ^ y 

X — I X — I 



^—y. 



— x)Y-«-Pj;P+P'-Y(^— _y)-PFYi — P, y - ^ — (3', P', n- y — « - (3; 
-x)Y-«-P(^-y)'-P-PxP-P'-Y(,_y)P-.F,|^.-?,.-«,y-(3-P',.+y-a-|3;^,j|i^J; 

_^)T-«-Py«-Y(,_x)-PF,[y-«,p, ,-«, i + y-«-p'; -^('^-^| , Jl^j, 

_ j,)y-«-p ,^.^p-Y(y _ x)-p F, 1^1 - (3', p, I - «, 1 + y - « - (3'; '^^'~-^\ i -yl, 



yV 



-a- 



P'(i -^)-PF, fy _«, j3, y - j3 - (3', I + y - a - |3'; J— j, . - jl. 



-y)ï-«-P'(i-x)Y-«-P(y-ar)«-YF,[y-«,y-p-(3',.-«,.-Hy-«-(3';^i^-^,^:-^] 



_ j,)T-«-P' j,P^P'-Y(y _ a:)-P F, fi - p', p, y - (3 - (3', I -f- y - « - j3' ; -i— 



. '-:>^ , y- 

y y 



^] 



-y)T-«-P'(j'-x)«-P-P>P-P'-Y(,_x)P-' F.ri-(3',y-(3-|3',i-«,i+y-«-(3'; ^|;_^| .^1 ; 



V. >2 



fc. L£ TAVASS£rt 



' jr / ;■ '<-?' X'"^-"^' JC I 



'-a—: 



1^ ' r ri I — jr)J 






i^^--* 



Y — I 



"-*- 






-1.= ' 






y — X JT — 

Il — Vl' X 

JT — 



'] 



I y _ r^-'^Pf K — ir-»-Vv>->-TF, i — î. I — jt-.-^.-, — 3— î, i_î — î : 



— y V — JT 



I — %' 



L .'■*■ — .r» I — j^ J 



i 
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CHAPITRE Il[. 



21. Les dix intégrales précédentes ne sont pas distinctes. Entre (jnatre 
d'entre elles existe certainement une relation linéaire. Parfois même, si on 
les prend trois par trois, certains groupes, pour des positions convenable- 
ment choisies de a; et de y dans le plan, seront composés de trois intégrales 
non distinctes, entre lesquelles, par conséquent, il existera une relation 
linéaire et homogène. Le point capital que je désire bien mettre en évidence, 
c'est que les relations cherchées ne subsistent pas pour toutes les positions 
de a? et de jK dans le plan. C'est ce que je vais d'abord établir. 

Rendons-nous compte, en premier Heu, des chemins suivis par les points 
I — M, I — ux^ I — uy quand le point u suit un chemin déterminé. iNous 
n'examinerons que les cas particuliers nécessaires pour la suite. 

1° Le point u va sur l'axe réel X, de o à i {fig- 2) ; le point 1 — u va 
sur X, de I à o; le point i — ux va en ligne droite du point i au point 
(i — x) et, de même, le point i — uy va en ligne droite du point i au 
point I — y. 

Fig. 2. 



•^jv 



2** Le point u va sur X de 4- i à -h oo {fig- 3) ; le point (i — u) va sur 
X de o à (— ao); i — ux va de (i — a;) à l'infini sur la droite (1,1 — x)\ 
I — uy va de {—y) à l'infini sur la droite (i, i —y)- 

3® Le point u va sur X de o à (— qo) {fig. 4); le point (i — w) va sur 
X de -4-1 à -h 00; le point (i— ux) va de i à l'infini sur la droite (i, i —x)\ 
le point I — wy va de r à l'infini sur la droite (i , i —y)- 



F. V, 
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« I 



"i^ a va en iig;no droilc de o à - {fig* 5); i — u va en ligne droite de i à 



J'N / 



Fig. 3. 



n^ r 



"A 



««/' 



/ -> — -h-\y 




1-W 



U.'Z> 



I — -; I — u,v va sur X de i ii o ; i — uy va en ligne droite de i à i — — 



Fig. \, 



se, 



XA^ 






/\ 




1-cta> 



y^ity 



^OD^ 



^-. 



X-OD/ 



;)** u va en ligne droite de o à - {fig- 5); i — u va en ligne droite de i à 
I ; I — z/x va en ligne droite de i à i ; et (i — uy) va sur X de i à o. 

G^ u va en ligne droite de i à - {fig- G); i — w va en ligne droite de o à 

I ; I — wx va en ligne droite de î — j:; à o; i — wy va en ligne droite 

de I —y à I— ^• 



Fig. 5. 




7" u va en ligne droite du point i au point - {fig* 6); i — w va en ligne 
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droite de o à i ; i — ux va en lifjne droile de i 

va en ligne droile d(? i — ^ à o. 



— X a I — 



:i; et I— //J 



Fi g. 6.^ 



i-jc 




S*' u va en ligne droile de - à Tinfini sur la droite (o, - ) {fie- ?)' ^**"^ 

passer par Torigine; i — // va de i à l'infini sur la droite ( i , i ; )> 

sans passer par le point i ; i — wj:* va sur X de o à ( — ao); i -— uy va de i — - 
à rinfini sur la droite ( i , i — - j> sans passer par le point i . 

Fig. 7. 



l-wo» 



l-U-l 




9*^ u va en ligne droite de - à Tinfini, sans passer par Torigine ; i — // va 

en ligne droite de i à l'infini sur la droite ( i , i h sans passer par 

le point i; i — wu: va de i à l'infini sur la droile ( i, i )> sans 

passer par le point i . Enfin i — uy va sur X de o à ( — x?). 

10® u va en ligne droite de - à - (y/^. 8); i — u va en ligne droite de 



F.5(> R. LE VAVASSEUR. 

I à I ; I — «j; va de o à I ; et i — /// de i — «^ à o, toujours 

X y y X 

en ligne droite. 




1 1® Si le point u décrit une circonférence de rayon p autour de o comme 
centre, le point i — u décrit, dans le même sens, une circonférence de 
même rayon autour de i comme centre; i — ux décrit, dans le même sens, 
autour du point i comme centre une circonférence de rayon pla;]; et i — «/y 
décrit, dans le même sens, autour du point i comme centre une circonfé- 
rence de rayon p|y|. 

12® Le point u décrit une circonférence de rayon p autour du point i 
comme centre; i — a décrit, dans le même sens, une circonférence de 
rayon p autour de l'origine comme centre; i — ux décrit, dans le même 
sens, une circonférence de rayon ^\x\ autour du point (i — ^) comme 
centre; i — uy décrit, dans le même sens, une circonférence de rayon ^\y\ 
autour du point (i — ^) comme centre. 

ri" Le point u décrit du point- comme centre une circonférence de 

rayon p ; le point \ — u décrit, dans le même sens, autour du point i 

comme centre une circonférence de rayon p; le point i — ux décrit, dans le 
même sens, autour de o comme centre une circonférence de rayon p|ar|; 

enfin le point i — uy décrit, dans le même sens, autour du point i — ^ une 
circonférence de rayon p|^|. 

i4° Le point tt décrit autour de - comme centre une circonférence de 

rayon p; i — a décrit, dans le même sens, autour de i comme centre 

une circonférence de rayon p; \ — ux décrit, dans le même sens, autour de 

I comme centre une circonférence de rayon p|^|; enfin \ — uy décrit 

autour de o comme centre une circonférence de rayon p|j^|. 
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22. Précisons maintenant les arguments choisis pour w, i — «, i — ux^ 
I — uy dans les dix intégrales que nous aurons à considérer. 

Dans l'intégrale / U du^ on a 



i*^ 



argw ~o, arg(i — m) = 0. 



L'argument de (i — ux) reste compris entre o et arg(i — x)\ 

L'argument de (i — uy) reste compris entre o et arg(i —y)- 
On posera 

/Ut/a =: B(a, y — a)(p,zi:^,. 

2** Dans l'intégrale / U c?w, 



arg« =±7:, arg(i — a) = 0. 

L'argument de (i — ux) varie entre o et argx; 

L'argument de (i — uy) varie entre o et arg/. 
Soit 

on aura, en posant (a) = e""^, 



/ Uc/w = (a)v[/, si argw=:-+-7r, 










ûfa = (— a)<}/2 si argM=— TT. 



3° Dans l'intégrale / Uc^w, 



arga = o, arg(i — «) =±7:. 



L'argument de (i — ux) varie entre arg(— x) et arg(i — x)\ 
L'argument de (i — uy) varie entre arg(— j) et arg(i —y). 
Si Ton pose 

^3^B(I-f-(3-^(3'-y, y-«)93, 
Fac. de T, — VII. F. 8 



y 
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cMi aura 

si nqii I — M) =: r. 



* ► I 






* " I 



J/ 



I — 

;irir// - ari:— - it: :: — ariri — .#■ k 



on prendra h» sij^nr h- si x t»st dans la partie inférieure du plan, le signe — 
si ./; est dans la partie supérieure. L'argument de (i — i/) varie entre o et 

arg ( I — -^ )• l/argunient d<' i — //.r est nul ; Targumenl de i — i/y varie de 

ciàarg( I - -j. 

Sr»il 

si j: est dans la partie supérieure du plan, 

I [1 du {— x)'l^\ 

*■ Il 

si ./• est dans la partie inférieure du plan, 



/ V <iii -.. ( a )•}.. 



T)'' Dans Tintégralt' / Velu, 



I 



;n>w/ — arj,'- r^ zz r — arjr( - J). 



i/arguinent d(» — ^/) varie entre o et arg(i — -); Targumcnt de 
I - //./; varie entrr» o et arg( i — ^ ]; Fargunient de i — uy est nul. 



Soit 
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si^ est dans la partie supérieure du plan, 

rUrf«-(-a).|, ; 
si^ est dans la partie inférieure du plan, 

rii</M=(3{)'i,. 

»- 

6^ Dans Tintégrale / U du, on a 



jt* 






L'argument de (i — - u) varie entre 



arg(.-^) 



et 



arfî 



(-;) 



± 71 — argj^^'; 



l'argument de (i — uy) varie entre 



arg 



(-S) 



et 



'^^'V J)'^-^""*'''^A^)' 



l'argument de i — wx est égal à ±: ir. 
Soit 



on aura 



avec 



/ 



U ^a = [6(3 -+- £';3'-h £"(7 — a — i)]^e. 



x 



£==— I si arg(i — wj:) — -f- t:, 

£— -hi si arg(i — //oT) =— t:, 

e'=:— I si — est dans la partie supérieure du plan, 

s'zzz-h I si — est dans la partie inférieure du plan, 

y 

I si .r est dans la partie supérieure du plan, 

I si .r est dans la partie inférieure du plan. 



e' = 



£' = 



F.6o 
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7° Dans Tinlégrale / Ucfw, on a 



argM = arg- =— argy. 



I/argumcnl de (i — w) varie entre 



arg 



O-J) 



et argi 






71 — argy; 



l'argument de (i — wj?) varie entre 



argi I 



y 



et 



argi 



or 

y 



X 



ztTT-arg-; 



l'argument de i — uy est égal à =t ir. 
Soit 



on aura 



r U 6//^ ^ [6^ -f- e'|3'-4- £"(7 - a - i)]+6, 



avec 



V 

£ =- — I si •- est dans la partie supérieure du plan, 



£ =.-1- I 



£' 


— I 


£'=i: 


-^ I 


l'rzz. 


-h I 


f"- 


— I 



si — est dans la partie inférieure du plan, 

si arg(i — a7)=-h 71, 

si arg(i — «y)=— :t, 

si / est dans la partie supérieure du plan, 

si y est dans la partie inférieure du plan. 



8^ Passons à Tinlégrale / Udu, 
L'argument de u varie de o à arg — ; on a 



arg(i — ux) = arg(i — ,r). 



i 
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L'argument de (i — «) est égal à 



^'^O^i)=-^-^*'''K^ 



Si le segment de droite f i — y, i — - j ne coupe pas Vaxe réel X, ou le 
coupe à droite du point o, l'argument de (i — uy) varie entre arg(i —y) 

Si le segment de droite ( i — j^, i — — j coupe Taxe réel X à gauche du 
point o, si y est sur la partie supérieure du plan, l'argument de i — uy 
varie entre arg(i —y) et argf i — ^j — air; tandis que, si y est sur la 
partie inférieure du plan, l'argument de i — uy varie entre arg(i —y) et 

Si maintenant l'on pose 

^1^8=: B(7 — a, 1 — 3)98, 

on a, si x est dans la partie supérieure du plan, 

/ \] du — {y — (X — \)^^, 

et, si X est dans la partie inférieure du plan, 

/ U c^w =: ( I -h a — 7)^8« 
1 

9** De même pour l'intégrale / \J du. 
L'argument de u varie de o à arg-; on a 



aï'gCi — "/) = a'*g(i — 7); 



l'argument de (i — u) est égal à 



argl I \—.±T.-\- arg 



I — y 



yj \ y 
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Si le sejj^iiKMU de droite ( i — x, i — - j ne coupe pas Taxe réel X, ou le 
coupe à droite du point o, Targument de i — ux varie entre arg(i — x) et 

Si le segment de droite f i — x*, i — - j coupe X à gauche du point o, si 
X est sur la partie supérieure du plan, on a 

si X* est sur la partie inférieure du plan, on a 



arg(i — .r)'5arg(i — /^.r) :arg( i j -h 27:. 



( 

Soit 



'}.j— B(y— a, I — ;3')93 : 



si^^ est sur la partie supérieure du plan, 



j {] du ^(y— oc — 1)^9; 



si y est sur la partie inférieure du plan, 



(V* Knlîn envisageons l'intégrale / U du. 



.!• 



D'abord 



y y 



puis 

y \ _, — /y — ,v 



arg( I — uy) — arg ( i — - ) — ± r -f- arg T 



X 



I I 



Ensuite, si le segment rectiligne f -» -) "o rencontre pas Taxe réel X,ou 
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le rencontre en un point situé à droite du point o, l'arj^ument de u variera 
entre arg— et arg -; si ce segment (-.»-) coupe X en un point situé à 
gauche du point o, on aura, si x est sur la partie supérieure du plan, 



I 



artç- ^arg/^ :.— 2 71 -h am : 



si X est sur la partie inférieure du plan. 



— - I ^ . — I 

arg — ^ arg // ;: -h 2 7: 4- arj; - 

X y 



De même, si le segment rectiligne ( i — — > i — - j ne coupe pas Taxe 
réel X, ou le rencontre en un point situé à droite àii o, l'argument de i — // 

variera entre arg( i j et argf i y S'il coupe Taxe réel en un point 

situé à gauche de o, si x est sur la partie supérieure du plan, 

arg^i— -^ j^arg(i — //);:4-27:-hiirrg(i- ~\ 
si X est sur la partie inférieure du plan, 

ârg(i— ^)=^'*?(*-- w)^— 2TrH-âr{^M— ^ ). 

Soit 

a>,o=B(i-;3, i-;3')9,o: 



. X 



si - est sur la partie supérieure du plan, 



I 



p\}du--^{x-p')'l^,„; 



X 



si - est sur la partie inférieure du plan. 
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23. Les droiW's Ox, O- sont également inclinées sur X {^fig- 9); de 
[ilus, - est >ur la tangente au [)oint i, à la circonférence passant par les 



Fip. 9 




points o, I, -c, de sorte que, si Ton fait varier x^ en l'assujettissant à rester 
sur une circonférence qm?lcon(|ue passant par les points o, i, le point - se 
meut sur la tangente au point i à celte circonférence. 

La droite qui joint le point i — -y au point ri — — j a pour équation 



„/ 



y 



-y 

y 



œ X 



=:0 



(:; et :;' désignent deux quantités imaginaires conjuguées). Nous avons be- 
soin de savoir en (juelle région se trouve son point d'intersection avec X. 
Soit X, Tahscisse de ce point d'intersection. On a 






_ '^^' ^y — y')^ ^^y — y^j-' — yy'i^ — ^' ) 

u.x' {y — y')^ xy' — yx' 



Supposons que le point x soit fixe et le point y variable, Téquation 

y y' ( -^ — JL-') — ^rx' (y — y')^xy' — yx' 

rei)résenle précisément le cercle (jui passe par les points o, i, x, et 

'^"'^■' O' — j' ) -^ ^^y' — y^' = o 

est l'équation de la tangente à ce cercle à Torigine. 
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En faisant^ =y' = ^^ on trouve, en posant x = t -\- ir^^ 

r- ii? -1 

Il en résulte que X, sera négatif si y est à l'extérieur de la cireonfé- 

Fig. 10. 




<x> 



renée o, i, a:, et du même côté de la tangente en o que la circonférence 
Sinon X, est positif. 
D'ailleurs 



Ç-i = 



yY'{,r'—x) 



^^'{y — f) -^^y'—y^ 



jy 



s — î sera donc positif dans la région du plan séparée par la tangente qui 
ne contient pas la circonférence, et négatif dans l'autre. 

Avec le point — les résultats sont encore plus simples. Soient A {fig* 1 1) 
la droite ( i? -)> B la parallèle à A nienée par Torigine. 

Fig. II. 



Ç-1>0 



Ç<0 



0<ç<i 



r 



Si - est dans la région séparée par B et ne contenant pas A, la droite 



( 1 — y, I — ^ j coupe X à droite du point i . 



Fac. de T, — VIT. 
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Si - <,»>l dans la haiidr com|)rise oiiln» A cl 13, la droite ( i — j\ i — ^ | 
roupr \ à {raiiclu' d<* o. 

Si - r>l dans la n'-^^ion srpairc par A, ((ui ne conlienl pas lî, la droite 
( I — >', I — - ) cf)U[)e \ (Milre o el i . 

Des eonsidr^ralions analof^^ues nr)ns indiqueront en quelle région sera le 
poinl dintiM'sr'ction (h* la droite» ( i — .r, i — - 1 avec X. Il suffit de per- 
muter ./; (»t y dans cr (pii pircèdo. 

i" Sup[)osons j: et y tous l(»s deu\ dans la partie inférieure du plan. 

Su|)posons " situé dans la réj^ion sé[)arée par B et ne contenant pas A. 

On voit (|ue, nécessairement, - est dans la région séparée par A' qui 

ne conlienl pas H' (/l^- i'2). Ainsi la droite (i — y, i— -] coupe X à 




droite de i ri la droite ( i — ^^ i — ~] coupe X entre o et i. D'ailleurs, 

puisque le triangle o - - est à gauche de Tobservateur qui parcourt dans 

X y 



I I 



le sens o — ; son périmètre, c'est que —^ est dans la partie inférieure du plan. 
D'autre part, x est dans la partie inférieure du plan; il en est de même 
de — =^ = x\ Or i — y) el ( — -^ j sont simultanément dans la partie supé- 



lieure, donc le point ^ est, lui aussi, comme — ^ = x dans la partie infé- 

I _ Z — :_ 

./• X 

rieure du plan. 



Bref, le triangle ( o, i — y^ ' "~ ~) ^'^^ *^ gauche de l'observateur. 
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Voici alors le schéma des choinins qiio [)arconrr()nl les variables //, 
I — //, I — //x, I — U}\ 

Table Al I. 




(L dX 




Chemin de ( u/) 



Chemin de ( 1- XÀy) 




Chemin de ( I - u.r) 




Chemin de ( I - uif) 



Si le point ~ vient sur B la droite ( i — -, i —-y] devient parallèle» à \. 
Si - entre dans la bande AB, la droite ( i — '^j i — y\ coupera X à ^^auelir 



ri". i3. 




du point G. Mais le segment ( i — -> i — y j reste tout entier dans la partie 
supérieure du plan. Ces deux cas rentrent donc dans le premier. 
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Dans 1(^ Tahlcau IL r»n suppose toujours (|ue a, y^ — sont clans la partie 
iufériiMin» du plan, mais - est clans la région séparée par A qui ne contient 



Tabi.eai' II. 




\f ^ tl* p 







Chemin de ( u- ) 





Chemin de ( I- «. ) 



Chemin de ( \~iLjr) 




Chemin de 1 1- wy) 



I — x, I — - 1 coui)!" X à gauche de o. T^e poinl -; 
esl à rinléri(Mir du triangl<^ (o i - ) (/ffJ^- i iV 

Oans le Taldeau 111, - vienl sur la parlie supérieure du j)lan, i — — 

asse aussi dans la j)arlie supéri(*ure; le segment ( i — y, i — ^ 1 coupe le 
s(*gmenl (o, i) entre o el t. etc. Ou obtient de la sorte cpiatorze Tal)lc*aux. 



2î. A Oici maint<Mianl comment nous allons opérer. Imaginons un sys- 
tème de trois ou (juatre intégrales (jui, pour les positions de x et de y con- 
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Alors les inléyralcs di^ la foriin.» 1 L\///, C ôlanl un arc de circonf(»rence 



I I 



de ravoii infiniinoiit pi'lil avant pour ciMilres les points o, i, -» — ; ou un 

X y 

arc de circonférence de rayon infniiinent {^rand ayant pour centre o, sont 
d«»s quantités infiniment petites, cjui deviennent nulles à la limite. 



Tableau IV. 




Chemin de ( u. ) 











Chemin de ( 1->u^) 






Chemin de ( I-i/wt) 



Chemin de ( t-«y) 



f^'ain* trouvée, on fornii» un Tableau dans lequel, en suivant d'une façon 
continue sur les schémas des Tableaux précédents, les chemins de //, i — u^ 
I — //j[-, I — uy\ on indi<iuera si les arji^uments de w, i — «, i — i/x, i — uy^ 
sont bien ceux que nous avons choisis pour préciser la définition des fonc- 
tions '^,, la? "M '-{^lo' ^" ^^ combien ils en difTèrent. N désignant l'argu- 
ment normal choisi, on aura à écrire si l'argument trouvé est N ou N -h 211 
ou N — 21:. Si Targument trouvé est o, -h t:, ou — r, on l'écrira dans le 
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Tableau. Le Tableau forme, on en déduit immédiatement la relation par 
l'application du théorème de Gauchy. 



Tableau V 




Chemin de { tc^ ) 



Chemin de ( 1 -"u-) 





Chemin de (l-u^) 



Chemin de ( 1- ity ) 



Premier exemple. — Soit à trouver, dans le Tableau I, la relation qui 
existe entre vp,, ^21 ^3- Considérons Taire 

ab.iÂ.cd.t.e/.'k, 



Formons le Tableau suivant : 

Chemin. argi/. 

ab o 

cd o 

e/ —7: 



arg(i — m). 

O 

4-7: 
O 



arg(i — ux). 

N 
N 
N 



arg(i — uy). 

N 
N 
N 
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Nous reportant alors au n^ 22, nous obtenons la formule 



,» 



'^1 -+-(•/— a — 0'^j — (—«)i'« = o. 



(ju'on peut écrire 



où 



^^)'yi— (■/)'f3-'t'l=^» 



( a ) = c''^*, (y) = e'"'^, 



• • • • 



Deuxième exemple. — Proposons-nous d'obtenir la relation qui existe 



Ta BLE Ai: NI. 




tt d 



Chemin de ( u. ) 





Chemin 6t ( 1— u^) 




Chemin de ( l-uo-) 



Chemin de ( 1 - uy) 



entre },, j^o, '1», 1^. J'cMivisage, toujours clans le premier Tableau, l'aire 



a b . rpc [x.ba, X ,fe . tdjn . <»/. kl .nuvs.lk. gh . ci^ . hg^ 
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et je forme le Tableau qui suit : 

('.heinin. argw. arg(i-i/). arg(i- mx). argd — in). 

ab o o N N 

ba o —'}.T. N N 

fe ... — TT — iT. N X 

ef -\-T, o N-+-27: Nh-27: 

kl N N N-h2r. 27: 

Ik N N N-+-2T: o 

^rll N N 271 N 

h^r N N o N 

Tableau Vil. 




Chemin de ( u. ) 





Chemin de ( l-u. ) 



Chemin de (I-oj:) 




Chemin de ( 1-i/^) 



De ce Tableau, je déduis la formule 

[1 — (aa — 2y)]^|;,4-[(a- 2y) — (a- 2(3 

^ [(« _ 2(3 - 2(3') - (a ~ 2P)]iJ>5 -^ [(« 
Fac de T, — VU 



--2(3')]'^., 

-2(3) — (a)]t}4— o, 

F. 10 
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formule qui peut s'écrire 
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(P H-(3')+i sin(y — a)7r 4- 4/, sin((3 -f- (3'— y)7r 

— (y -h|3')^i sin|37: — (y — P)^|>j sin|3'7r — o. 

Troisième exemple. — Soit encore à trouver la relation qui existe 
entre ?];,, vpj, ^J/^, ^j;^. Envisageons Taire 

ab,rpc\à..ba,'k,fe.tdjiq.kg (Tableau I), 

Tableau VIII. 




Chemin de ( u^) 



Chem I n de ( 1 — uor) 

et formons le Tableau suivant : 

Chemin. argi/. 

ab o 

ba o 

fe — « 

ji N 

hg N 



Chemin de (\~uy) 





Chemin de (l-c/.^) 



arg(i — M). 


arg( 


1 — wjf). 


arg( 


I - uy ) 


O 




N 




N 


—27: 




N 




N 


— 27r 




N 




N 


N 




-HTT 




N 


N 









N 
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D'où la formule 

[i-(2a-2y)]'|,-4-(«-27)4;,-(-i3-;â'-M-ha — y)']>«-(a)'>J>4-o, 



> • 



(|u on peut écrire 

2/^j;, sin(y — a)7r -i- (— y)^j — (y)4^4 4- (— (3 — (â')4;6= o. 

Remarque. — Au cas où deux chemins rectilignes se croisent, la relation 



Tableau IX. 




Chemin de ( u^ } 




Chemin de ( 1-m- ) 




Chemin de (l->i^«r) 



Chemin de (l-aw) 



correspondant à Taire où ce fait se produit se déduira des relations déjà 
trouvées par voie d'élimination. 

Voici les quatorze Tableaux de relations. Je désigne par (//A) la relation 
qui existe entre j»/, '|y, ^^^ quand elles ne sont pas distinctes; par {ijkli) la 
relation qui existe entre ^/, ^y, '^a et ^>i. 
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Tablkat I (voir pa^rc 67). 



M, 2, 3) 



( a )^. - •},- (y)'>3= o, [(a) = e«'«], 

(.3 H- .3')'!, sin(-/ - a);: -h ^, siii(;3 -h ?'- 7)7: 

- (y -^ ?')^i siii.37: - (y - ;3)^,sin?'T: 

(l,-2, V,6) 2r},sin(y -a):: -h (-y )'•>,-(-/)•];, H- (-~?-;â')^.i=o, 



= 0, 



Tableav X. 




IcL d 




Chemin de ( «/^ ) 



Chemin de ( 1 — u.) 





ChcT^in de (l-u.r) 



Chemin de ( I-m y ) 



( 1, 2, V,?) (,3)'L, siin'y — 5t );: \- •];2siii(,3 — y);: — (y)'>]^4 siii^Ti — '|'7sin^'7: — o, 

(1,2, V, 9) [r;3 -f- 3') siiKy - a)7: — (y — a - ;3) sin;^'::]'}, 

-h ti;. siii(3 -}- ;3'— y ):: — (y -h ;3')'];v sin^TT -h (—?)'}/. sin?'?: ~ o, 

(l,2,.V.10) (3-1- 3')'^, sinCy - a). -f- '|, sin(^ 4- ;3'- y ):: 

- (y)'}, siii(;3 -f- 3')r -f- (y - a - ;3 - P'^liosin^'r =10, 

( 1, 2,0,6) (3'ri/, sin(y - a):: -+- 'J^^ siiiC;^'-- y)7: — (y)']^3 siii^S'?: — ^J;, siii{37r = 0, 



J 
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( 1.-2,8. 10) ^,siii(y- a-?-;3')7^^-'|,sin(^-^^'-y)7r^-4;,sin(^-f-P')7r 

-+- (y - a - P - P')4;,o SÎiîP'tt = o, 

I !,-2.9. 10) '|,sin(y a - ;3 - ;3')7: -f- -^j siii(;3 -+- P'- y)7r H- ^;,sînO -+- j3')7r 

— (y — a)^^ioSm{37r =:o, 

TARLBAt' \II. 




/ r/ 




Chemin de ( 14 ) 



Chemin de ( 1 -1^ ) 




Chtmin de l I - w.r) 




I I, :î, 'i, 5) 'ly siiK 3 -•- 3'— a):: -+- -yj sim y ■-- 3 — 5'):: — (^')'^v siii,37: 

— (—?)'-{'* siii3'r=:o. 

I I. :î, V, (») d, — (3c -- / r}.,— (3c')di-- ( Jt - y - ,3 — 3') '^4= o, 

I I. î^ 'i, 7) '}, siin 3 — a)- -î- 'yjsiiuy — 3 ):: — 'fi siii^- — (— y) '^7 îîiii,3'7:::= o, 

' 1.:^. V, 0) [1 3'— jt^ s'mlr, — ( - p — 5 ) siiijc::]'^/, — '|3siii(3 h- 3'— y)r 

- < 3' )'v. sin 3- -f- (— ^ — y V}, siinS';: = o, 

. I. :K 1, 10 1 •i'i sim î ■ 3' - jc »r -r vî/j siin v — 3 — 3' )- 

i • 1 1 ••#11 

-- 'l; siiK .3 — 3")- -h (— a — ,3 — 3'»'|irtSiii3'r =r o. 
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( t , 3» 5, 6 ) ^|;, sin ( j3' — a ) 71 4- vj^a sin ( y — ■S' ) 71 — 4^5 sin J3' 71 — (— y ) ^j sin |37r =1 o, 

(1,3,5,7) 4;,_(y_a)^3-+-([3 4-(3'-a-y)^,-(-«)^5=:o, 

( 1, 3, 5, 8) (- (3)^, sin(|3'- a)7r -h +3 sin(y - jS - P')n 

-(-P)^5sin;3'7r-+-(i3'-y)^8sin;37r=:o, 

(1,3,5,10) 4/,sin(i3-+-(S'-a)7rH-+3sin(y-;3-(S')7r-^sSin(P-4-(S')7r 

— (— «)^iosîn?7:=:o, 

Tableau XUI. 




Chemin de ( w) 



Chemin de ( 1- u- ) 





Chemin de ( \~ujC') 



Chemin de (l-«j/ ) 



1. 3. 6. 7) ^1 sinaTT — ^j sinyTr -+- (— y — j3')^6 sin jSt: -h ((3 

1.3.6.9) 4;, sinaTT -t-(P')^,sin(P'-y)7r-+-((3'-y)'|6sin;37r 

1. 3. 6. 10) 4^1 sinaTT — ^^ sinyTT -h (— y)'>]^6 sin(|3 4- [3')tt — ( 

1.3.7.8) 4^1 sinaTT 4-([3)4/3sin(;3-y)TT-h((3-y)^7sin;3'T: 

1. 3. 7. 9) 214;, SinaTT - (y)4',+ (? 4- P'- y)4>7-^ (- v)4^9 

1.3.7.10) vJ;,sinaTT— 4/,siny7TH-(— y)'j^7sin((34-î3')TT-H(— a — p — P')4'ioSi"r^7r=«>, 



y)'^7sin(3'TT = o, 
(P-7)^9sin;3'7: = o, 
a)vp,oSin;3'TT = o, 



= 0, 
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(1, 3, 8, 9) (•/ - ^ - ;i')^, sinar H- (y)'}, ^in(? -h ;i'- y)7: 

-(;30'|8sin;37:-(-?)4^,sin?'7r 

( t. 3, 8, 10) (y_^_;3')^,siiia7:-f-(y)'|3sinO-f-;3'-7)7r 

- '|s sin( p -^ ;3')7: _ ( y _ a - p _ ;3')vJ;,o sin^'Tr 

(1,3, 9, 10) (y- ;3 — ;i')i{/, sinar-f-(y)'^,sin(;ÎH-^'— y)7r 

— •>{., siïM^-h |3')r-h(y — a)4.,oSin37r 



= o. 



= o. 



= o. 



Tablbau XIV. 




Chemin de ( u- } 




Chemin de ( l-z/.-) 




Chemin de ( \-uur) 



Chemin de ( ï-wy ) 



(l,i^,5,6) ^, sin(y-a)7r-+-(^')^,sin(;3'-y)7r-(;3'-y)^,sin|3'7r 

-(-y)i^eSin(P-^P'~y)7r 

( 1, V, 5, 7) '1, sin(y — a)?:— (y — p)^^ siiiiSr -h (— ;3)^5 sin(P -y)7r 

-(-y)^,sin((S4-l3'-y)7r 

(1,4,6,7) (y)'|, sin(y — a)7: — (y)^4siny7r — (— ;3')^6Sin(P — y)7r 

-(P-y)+7Sinl3'7: 

(1,4,6,9) [(y_a)sin((i'-y)7:H-(-;i')sina7:]^,-(y)^4sin((3'-y)7r 

{- (3')^6sin(P-t-(3'-y)7r-i^9sinP'7r 



= o, 



=:0, 



=^o, 



= o. 
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(1,4,6, 10) ^i sin(y — a)7r — ^^4 siny:: — (— y)^^6 sin((3 -h (3'— y)7r 

— (— « — y )^io sinfS'TT = o, 

(1,4,7,9) [sin(y-a)7r-+-(-a~(3)sin((3-y)7r]^t-(y-P)^'4sin(37r 

-(-y)+7sin([3 4-;3'-y)7r-(-(S-y)4/,sin(P-y)7r = o, 

(1, 4, 7, 10) vj/| sin(y — a)7r — ^j^^ sinyTi — (— y)^7 sin(|3 4- (3'— y)7r 

_ (_ a _ P _ (3')^,, sin(P - y)Tt = o. 

(U,8) ^j_(a)^,_(«_y)^,zz:o, 

(1, 4, 9, 10) ^, - («)^4- (a - y )+9^ (- (3')+,o^ o. 

(1.5.6.7) (y)4/isin(y — a)7r — (y)ij;5siny7: — (y — (3')^6sinp7r 

-(P)4;,sin((3'-y)7r:=o. 

(1, 5, 6, 8) ^, sm((3'- a)7r - ^, sin|3'7r -i- (- (3')ij.e sin(y - |3 - P')7r 

-f-4/8sin(y — p^TT^io, 

( 1, 5, 6, 10) ^1^1 sin(y — a)7: — ^^ sinyTT — (— y )^^« sin((3 -f- (3'— y )7r 

H-(— a)+io sin((3' — y )7r = o, 

(1.5.7.8) i{^, sin(y — a — (3)7r 4- vj/, sin((3 — y)7r 

— ((3 — y)4'7 sin(P 4- P'— y.)7r 4- 4^8 sin(37: = o, 

(1,5,7, 10) ^j^i sin(y — a)7r — ^jSinyTT — (— y)^7sin((3 -h j3' — y)7r 

— ( y — a — p — (3' ) ^,0 sin (37: r= o, 

( 1, 5, 8, 10) +j -(«)+.- (a - y)+8-(- (3')+,o= o, 

(1,5,9) 4/,— (a)^j-"(a — y)^|;,=io, 

( 1, 6, 7, 8) ^1^1 sinaTT -h (— (3')^|;e sin(P — y )7r 4- ((3 — y )'!, sin^';: — ^j^g siiiy?: = o, 

(1.6.7.9) ^, sina7r4- (y — ^')^|;«sinp7r4- ((3)ij^7 sin((3' — y)?: — ^9siny7: = o, 

(1.6.8.9) ^,sina7r4-+.sin((3 4-(3'-y)7r4-((3')+8sin((3'-y)7: 

-((3'-y)+9siiiP'7r=:o, 

(1.6.8. 10) 4'isina7r4-^«sin(^4- {3'— y)7r -- ^gSinyT:— (— a)4'ioSin;3'7r = o, 
(1,6, 9, 10) 4^1 sina7r4-4'«sin(P4-P' — y)Tr — ^jSinyTT — (y— a)^,oSi»(?'— y)7r=o, 

(1, 7, 8, 9) ^i sinaTT 4- ^7 sin([3 4- (3'- y)7r - (y — (3)i|;8 sin(3Tr 

4-(— (3)^9sin(j3 — y)7:=i:o, 

(1,7,8, 10) ^x sinaTT 4-^7 sin([3 4- (3'— y) 7: — ^g sinyTT 

4- (y — a — p — (3')^,o sin([3 — y)7T = o, 

(1,7,9, 10) ^|Sina7r4-vj/7sin(P-h(3'— y)7T — ^9siny7T4-(2y— a— [3— (3')'|,osinpTT = o, 

(2, 3, 4, 5) 4/, sin(P ^- (3'_ a)7r 4- (13 4- P')^, sin(y - a)TT 

— (a 4- ?')^^ sin^TT - (a - (3)^5 sinj3'7: =:: o, 

(2.3.4.6) (-a)4;,-h2i^,sin(y-a)TT~(a)^4 4-(a-y-(3-(3')^e=o, 

(2.3.4.7) 4;j|Sin((3 — a)7r4-((3)^,sin(y — a)7T — (a)^4sinpTT — (a — y)ij^7sinP'7T = o, 
Fac. de T. - VU. F. I I 
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i2, 3, V, 8) < — 3e;v|*j— (/ — 3e iv, — (2 1-. — a — yiy, =10, 

^2, 3, i, 9; [( 3 — 3 — 2 ► >in5- — —5 siiia-]!,* 

— [ 2S — 3 ' >in^ y — jt .:: — «-/ — Jt)sin5'n]'!#, 

— 2 — î — 3 • \l»i >in 3:: — ' jr — y ri,, sin 3' n r=r o, 

( 2, 3, V, 10 ) yj sin ' 3 — 3 — 3E t r — 3 — 3 il., >iii 1 y — jk » :: 

— ' a^. >in 3 — 3 •-— — 3 — 3 r^,* sin^S'-^ o. 

(2.3.5.6) 'vi>in< 3— a >r — ' 3 -vl., sin y — jr -r: — « je • vj sinp':: 

— ( a — y )•!*« sin ^Sr = o, 

( 2, 3, 5, 8 ) .!/, sin r 3' — a ; n — ' 3 — 3 . ^, >in i y — a — 3 I - 

— ' 2 li sin 3 - — ' 3 — 3 — 2 — y ri#, sin 3n = o, 

(2,3,5,9) ( — 2 t'ii-^ t. y — 2 ï-l^— * 2 yli— ^ 2 — '^ '•'^♦=«n 

(2, 3,5, 10) y, ••in* 3 — 3 — 2 »- — » 3 — 3 •\|., sin» y — a j- 

— • 2 'vL^sim 3 — 3 )- — v,*sin3- — o, 

(2.3.6.7) 'i/j sina:: ^ vj^i sin» a — y '- — a — 3 — y t-vt sin3:: 

— « a — 3 — y )i.7 sin^'TT = o, 

(2,3,6,9) •!/, <in3fr -*- ' 3 ri/, sini a -^ 3 — y » — < Jt — 3' — y )v4sin3r 

— < ^ — 3' — y )-^, sin ^'r. — o. 

(2, 3,6, 10) 'li sinaTT — •{/, sin<a — y )t: — *2 — y t-l^ sin< 3 — 3' )- — v,, sin,3'T: = o, 

(2, 3, 7, 8) I/j >in3fr — ( 3) .1/, sin( a — 3 — y »- — < a — 3 — y ){*- sin^':: 

— ( a — 3 — y )4., sin;^- 1=1 o, 

(2,3,7,9) Ail^>\i\2r. — ( y — 2 )li^ i2 -^ 2, ^.^'— V)'^t^ ( ^t — y )•{/,= o, 

(2, 3, 7, 10) \J/, sin a:: — •}, sin» a — y ):: -r- 1 a — y rv: sin< ,3 -1- ,3')z 

-^ ( — 3 — 3' )'^,o sin 3r = o, 

(2,3,8,9) i/, sin an — (3 -*- 3) i/, sin (a ->- 3 — 3'— y )~ 

— ( 3t — 3 -f- 2 3' — y )-v8 sin 3n — 1 a -k 3' — y )'^, sin ^'t: = o, 

(2,3,8, 10) •;, -ina::-(3 — 3')';5 siiK a -r- 3 -^ .•^'— •/)~ 
— ( a -r- 3 — ;i'— y )'%sin(3 -^ 3')r — •},„ sîh^'t: = o, 

( 2, 3, 9, 10 ) 'Ir >iii 2z -- r 3 -^ ;i' )•;, sin ( a 4- 3 — .3' - y ) - 

- ( 3e -K 3 -+- 3' — y )'J/, sin ( 3 -+- 3' ) ~ -h ( 3 -h ^' )'|,o sin ^r — o, 

(2,V,5,6) ^ V)'^,-(,3')'^v^9,r^3sin3'r-(3-y)'|,r.o, 

(2,^,5,8) •;/, sin(3 -r ;i' — 7)7: -+- (a h- ^')':|/. sin(y - a — ^)r 

-(y-3)-;,sin3'7:-H(aH-^-f-;3'-y)'%sin(y-a)7: = o, 

(2,V,5,9) •;/,.in(,3-f-;3'-y)7:-(y-^^')-|;sin;37: 

-^ [f a -+- ,3 -+- ;3') sin(y - a);: - (y - ?) sin^'Tr]^;, 

-+- (3t -i-;3-+- ;3' — y)'|9sin(y — a)7r = o. 
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i 6. 9. 10 -, ^in xr: — ^« s-in a — 5 — 5 — y - — r» -■'^' * — / •" 

— ' / — a ;„ >ini 7 — a — p i:: = o, 

i,7, 8, 9 ^. sina- — Jr- sin :e — 5 — 5 — y r- — -y — a — 3 »y, sinâr 

— \ — p 1, sint a — 3 — y ïir = o, 

i 7, 8, 10 ^î *in j^ — y- sin jl — 3 — 3 — y ir — vir» >ini a — y »n 

— y — a — 3 — 3 ;»i,>mia — 3 — yir=:o, 

2, 7, 9, 10 Ir, ?in3c-— «I*- siii a — 3 — 3 — y •:: -*- yt sini a — y i:: 

— - iy — 2a — 3— 3 rluSîn.3z=:o. 

•3. «9 5, 6* ^, >in'y — a - — 3 -l-. Au* 3 — a-::— «3— a r^, sin,3'n 

— 1 — y l'IrcSini a — 3 — 3 >r = o, 

• 3, V, 5, 7. ri^*"' y — ^ '" — ' 3t — 3 'Vi '»iii3r — ■— 3 •-Irjsini 3 — ai:: 

— • — "/'!»- sîn» a — 3 — 3' >n = o, 

i3, ^,5, 8' y, >iii'y — 3 — 3 >:: — < a — 3 •!.. siii- 3 — a in 

— « — 3 «l^i >în3 :: — » a — > i-I»t >in- 3 — 3" — a ir :^o, 

( 3, i, 5, 9 ; !^j >iii «y — 3 — 3 i :: — < 3 i vl^^ siii 3r 

— [' a • sin ' 3 — 3 — a » - — i — 3 » sîii 3 n]-^! 

— ' a — y ) i, sini 3 — 3— a):: = o, 

ï 3, i, 6, 7 » 1*1 siii \ 'f — OL )T, — Ifi <m ar — i — 3 — y »!»« sin ( a — 3 ) :: 

— < 3 — a — y » -^^ si n 3 r = o . 

(3, i, 6, 9> [< a)sin<y — ai:: — ^3'— y » <in,3 r]vj— I a vl-, sinar 

— [< a — 3 — 3 — y I sin an — • 3— y » <in 3n] i, — « 3— y ) -^t sin 3' n= o, 

(3, ^, 6, 10) yjsiin y — a>n — yj siiian — « — y »I'4>iin a — 3 — y')n 

— «— 2aV|,^sin3'î:=:o, 

(3, i, 7, 8) 'v, siiKy — 3 ^n — < a — 3)y. sin an — (— y »*i-siii3'r 

— I a — y)!.i>in(5 — a)7: = o, 

<3, i, 7, 9) [(y — a;<iii3n — i 3 — y » siiian]!.,— uy^ sinansin^n 

-*-[(--3'— y)siiian--«.3— 3 — y— a)siii.3n]!.T-i-( — y)'ytî^i"(3t--3)j:=:o, 

i3, i, 7, 10) -^i siii(y — a)n — -^iSinan -*-(—/ iv^siiua — 5 — 3')n 

— i— a — 3 — 3')|,^siii(a — ^)r = o, 

(3, i, 8, 9) (y)-;, siiu 3 — 3'— y )n — ( a -^ y — 3 — 3')-}^ sinan 

-«- [(a — 3 — 3') î^inan — < 3' ) siii,3n]i/,— (— ,3)-% sin^'i: = o, 

(3, ^, 8, 10) 'l^ siiuy - 3 - 3')n - ( a - 3 - 3' vl, sinan 

-^-(3c~y)-;,siii(3-*-3'-a)n-^(-a-3-;â')-|,.siii?'îr = o, 

(3, i, 9, 10) •;, sin(y - 3 - l' )r. - » a - 3 - 3')-:, siiian 

-^ ( a — y)-i., sin( 3 -^ 3— a)n 
-K (- 3 -• 3')[(- 3' ) siiian - ( ^ -f- 3'- a) sin?7r]+u=o, 

(3,5,6,7) i/, sin(y — a)n — Issina;: — t a — 3— y)|, sin^;: 
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4, 6, 8, 9) 4^4 sinaTT -+■ (- oc)^^ sin(P h- ^'—y)n 

-+-[(-y)sina7r-h(;3'-a)sin((3'— y)7r]^8-(?'-a-y)+«sinP'7r=o, 

4, G, 8, 10) (a)i}^4 SinaTT -h ^e sin^ h- ?>'—y)n 

4- (a)^8 sin(a — y)n — (— a)4;,o sin(3'7r = o, 

'♦,6,9, 10) (5t)'>j^4siiia7:-f-^6sin(;3 -h j3'— y)7r 4- (a)<j^9 sin(a — y)7r 

^ (- «)[(•/ - ?') sin(y - a)7r - (- a) sinP'Tr]^;,»^ o, 

-V, 7, 8, 9) (a)'<|/4 sinaTT -h ^-! sin(;3 -h ^' — y)T: 

-4-[(a— y)sinaTT — (y — P)sin;3TT]^8-+-(— P)i^9sin(P— y)7ri=o, 

k, 7, 8, 10) (a)4/4 sinaTT 4- ^7 sin(;3 -h (3'— y )tt 

4- (a)']>8 sin(a — y )TT 4- (y — a — p — i3')^j;,o sin(P — y)TT = o, 

V, 7, 9, 10) (a)'>j^4sinaTT4-^7sin(;3 4- |3'— y)TT4- (a)^9sin(a — y)TT 

-h [(2y - a - (3 - P') sin (3tt - (- (3') sinaTr]^io= o, 

5.6.7.8) ^|;5sinaTT4-(-;3')'|eSin(a4-[3-y)TT 

-^ (? — y )']'T sinO'— a)Tr 4- ^8 sin(a — y )Tr = o, 

5.6.7.9) ^5 sinaTT 4- (y — x — ^')4'6^*"?^ 

4- (|3 — a)'j'7sin(;3' — y)TT 4- vj/s sin(a — y)Tr==o, 

5, 6, 8. 9) 4^5 sinaTT 4- (— ol)^^ sin((3 4- [3'— y )tt 

4-(;3'-a)'j.8sin((3'-y)TT-h((3'-y)^J.,sin(a-{3')^ = o. 

5, 6, 8, 10) (a)^3 sinaTT 4- ^pe sin(;3 4- (3'- y)TT 

4-(a)^{/8sin(a — y)TT4-i^,oSin(a — P')7r = o, 

5,6,9, 10) (a)'>j^5sinaTT4-'|6sin(;3 4-;3' — y)T: 

4- (a)'|9 sin(a — y)TT -h (7 — a)iJ^,o sin(y — P')Tr =: o, 

5.7.8.9) (a)^|;5sinaTT4-'>^7^i"(î3 4- 13'— y)T: 

— (y — ?)'^5 sin^TT 4- (a — (3)iJ^9 sin(a 4- (3 — y)TT = o, 

5.7.8.10) (a)4/5sinaTT4-^7sin(p4-(3'-y)TT 

4- (a)^j/8 sin(a — y)TT 4- (y — (3 — (3')4'io sin(a 4- ? — y)TT = o, 

5, 7, 9, 10) (a)^5 sinaTT 4- ^7 sin ((3 + (3' - y)TT 

4- ( a ) ^{y, sin ( a — y ) TT 4- ( 2 y — a — j3 — 3' ) v^,o sin (3Tr = o, 

6,7,8,9) ((3-;3')'|e-(p-î3')^7 + +8-+9=o, 

6, 7, 10) ^6- ^7- (7 - « - ?)+io= o. 
8, 9, 10 ) v|>8 - ^9 4- ( y - a - 3' ) v|>io = o. 

Tableau II (voir page 68). 

l, 2, 3), ( 1, 2, 4, 5), (1, 2, i^, 6), ( 1, 2, 4, 7) (uw- le Tableau I). 

1, 2, 4, 9) +, sin(y - a - P')tt 4- (- ^t sin(? 4- P' - y)TT 

— (y — (3 — P')^4sinP7r4-4'f sin(3'7r= o, 

( 1, 2, i, 10), ( I, 2, 5, 6), ( 1, 2, 5, 8) ( voir le Tableau I). 
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(1, /♦, 7, 9) ^i sin(P — a)7r — ^, sin(37r 

-4- (- ^)^-j sin(y - p - (3')7r -h ^, sin(y - P)7r = o, 

( 1, 4, 7, 10), ( 1, V, 8) (vo/r le Tableau I). 

(1,V,9,10) +,~(a)^.-(P-y)+,+ (-23-P')iJ;,o=o, 

(1,5,6,7), (1,3,6,8) (uo//- le Tableau I), 

(1,3,6,9) [(y + (3'-a)sin((3 + ;3'-y)7r-(«)sinp7r]+i 

-[(y + P')sin(P-f-?'-y)7r-sin(37r]+, 

- 2iiJ.« sin;37: sin(;3 -+- (3'- y)7r - ((3 -h P')ijy, sin(P'- y )7r = o, 

(1,3,6, 10), (1,3,7,8) (voir le Tableau I), 

(1.3.7.9) v|>,-(-a)v|>,H-2i(-a).|,sin(P + (3'-y)7r-(y-a)il., = o, 

(1.3.7.10) (vo/r le Tableau I), 

(1.3.8.9) (-p)v|>,-(a-;3)ij;5-+-2/(«-y)+sSin(37r-(a + (3-y)iJ.,r=o, 

(1.3.8.10) (voiV le Tableau I), 

(1,3,9,10) +,-(a)'|5~(a-y)+,-2i(-?-?')+ioSin(37r::zo, 

(1.6.7.8) (vo/r le Tableau 1), 

( 1, 6, 7, 9) ^, sinaTT -i- (- ?'- y )^6 sin^Ti 

-h [( ;3 - y ) sin P'tt - (- (3 - (3' ) sinyTr]^/, - ^, sinyTr = o, 

(1.6.8.9) (y-(3-[3')4;|Sina7r4-(y-(3-(3')+,sin(P-+-(3'-y)7r 

-+- [(y) sin(;3 4- [3'- y)7r - (- (3') sin (37:] ^g- ({3)^, sm(3'7r = o, 

( 1 , 6, 8, 10) {voir le Tableau l), 

(1.6.9. 10) ^i sinaTT-h vj;6sin(j3 -h (3'— y)7r — ^{;, sinyTi 

- (y -a - ;3 - (3')[( (3 -h (3'- y) sîn(3'7r - (^ (3) siny7r]K= o, 

(1.7.8.9) i{/,sina7r-4-v{>7sin((3-4-;3'-y)7r-0-y)v];8sinp7r-+-((3)^,sin(P-y)7r=o, 
( 1, 7, 8, 10) (voir le Tableau I), 

(1.7.9.10) vp,sina7r4-q;7sin(;3-4-(3' — y)7r — i|;9siny7r-h(— a — p — (3')^,oSin(37r = o, 

(2, 3, 4, 3), (2, 3, V, 6), (2, 3, 4, 7 ), (2, 3, i, 8) (voir le Tableau I), 

( 2, 3, V, 9) ^>j sin( (3 - « )7r -h ( (3 -+- (3')'|3 sin(y - a - (3') 

-+- (a -+- (3 -+- (3'- y)4/, sin^'TT - («)+, sin(37r = o, 

(2, 3, 4, 10), (2, 3, 3, 6), (2, 3, 3, 8) (voir le Tableau I), 

(2,3,3,9) v|.,+ (2;3-4-2;3'-y)4.,-ij.3-(2(3 + 2(3'-y)^, = o. 
(2,3,3,10), (2,3,6,7) (uoiV le Tableau I), 

(2,3,6,9) (-(3)4/,sin«7r-i-[(a4-? + (3'-y)sin(3'7r-(-(3)sîn(y-«)7r]4/, 

-4- (a - (3 - |3' - y)^e sin(37r - ( a + (3 4- p'- y )q;, sîn(3'7r = o, 

(2, 3, 6, 10), (2, 3, 7, 8), (2, 3, 7, 10) (voir le Tableau I ), 

(2, 3, 8, 9) ^, sin«7: -+- ([3 -f- 13')'^, sin(a -h (3 -+- (3'- y ):: 

— (a -h (3 — y)'J^8 sin^TT — (« -h 2(3 -+- P'— y)v]/, sinP'7r= o. 
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(2,3,8, 10) {voir le Tableau I), 

(2,3, 9, 10) ^, sinaTT 4- (;3 -f- ^')^^ sin(a -h ;3 -4- ;3'— y);: 

- (« -4- (3 -f (3'- y )v|>9 sin(3 -h ?')7r -+- (- ;3 - ;3')^,„ sin;^;: ^- o, 

( 2, i, 5, 6 ), ( 2, V, 5, 8 ) ( uo/r le Tableau I ), 

(2, /t, 5, 9) (7 - a - (3')^;, sin((3 -I- (3'- 7)71 - {ol)^, sin;37r 

4-(y-;3-P0+6sin(y-a-|3')7r4-(;3)4^«sin(y-0f)7:rz=o, 

( 2, 4, 6, 7 ), ( 2, 4, 6, 8 ) ( voir le Tableau I ), 

(2, '♦,6, 9) (_;3)[(;3-a)sin;37r-(y-;3-i3')sin(y-a)7r]'|, 

-(y-(3-;3')[(P4-(3'-4-a-y)sin;3'7r-(-;3)sin(y-a)7r]^4 
-+- (— ^ — (3')i]^6sin(a-h |3'— y)7r-+- 2/i]^9 sin^'7rsin(y — a)::- o, 

(2,ii^,6, 10), (2,i»,7,8) (vo/r le Tableau 1), 

(2.4.7.9) vp,sin((3-a)7r-(flc)^J^4sin(37r 

-f-^7Sin(y — OL — (3')7r H- ((3)^» sin(y — a)7r-=o, 

(2.4.7.10) (uocV le Tableau I), 

(2,4,8,9) ^,sin(|3-f-?'-y)7r-f-(a)^,sin(y-a-;3-P')7r 

-4- (a 4- ;3 - y)(J.8 sin(y - a - ;3')7r -h (3)iJ^9 sinj3'7r zz: o, 

(2, 4,8, 10) (voir le Tableau I), 

(2, 4, 9, 10) ^^ sin(;3 -h (3'- y)7r -+- («)^, sin(y - a - ;3 - ^')tz 

-l-(a-+-;3-^;3'-y)iJ.9sin(y-a)7r + (-;3-;30Ksin(a4-3'-y)7:--ro, 

(2. 5. 6. 8) {voir le Tableau I), 

(2.5.6.9) [(j3)sin((3'-a)7r-(y-;3~(3')sin(y~a)7r]^, 

- [(a -h (3) sin ;3'7r -+- (y - (3 - (3') sin( a - y )7r]4.5 

-(«4-P-y)^eSin;37r-((3-4-;3')q.9sin(a-y)7r:i=o, 

(2,5,6, 10), (2,5,7) (uo/r le Tableau I), 

(2.5.8.9) (y-a)+,sin([3-hP'-y)7rH-(y)4.5sin(y-.a-;3-?')7r 

-h (a 4- 2(3 4- (3'— y)4^8 sin^T: 4- (4- 2^ 4- ;3')t];5 sin(y - a — ;3)7r -- o. 

(2.5.8.10) (voir le Tableau 1), 

(2,5,9,10) (y-a)^,sin(P4-P'-y)7r4-(y)v|>5sin(y-a-;3-|3')7r 

4- ((3 4- i3')^9 sin(y - a)7r - ^J.,o sin(37r nz o, 
( 2, 6, 7, 8 ) ( voir le Tableau I ), 

(2, 6, 7, 9) ^t sinaTi 4- [(a 4- (3 — y ) sin(3'7r 4- (- (3 - (3') sin(a — y)Tz]^-, 

4- (a — ;3'— y)t]^6sinj37r4-4'9sin(3c — y)?: ---o, 

(2. 6. 8. 9) ^t sinaTT 4- ^^ sin(a -+- (3 + ;3'— y )7r 

4- [((3 4- (3') sin(a 4- (3 4- ;3'- y );: - (a 4- ^ - y ) sin37r]tj.8 

— (a 4- 2^3 4- P'— y)^, sin;3'7r ^- o, 

(2. 6. 8. 10) {voir le Tableau I), 

Fac, de T, — VIL F. 12 
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(1,3,8,0) (y - ^ - ^' )^,^\uctr, -^ (y)^,f>\n(^ -{- p' - y)r. 

( 1,3.8, 10) (y-.3-;3')a>, sina7:-+-(y)']^jsin(;3-h?'-y)7r 

- •% sin( (3 -^ ;3')7r - (y - a - ? - ^')^^,,, sîn^'n 

M,3, 9, 10) iy — ^ — y }^iS\\\0LT, ■^- {y)^3<ii\{^ -^ ^' — y)T: 

— v{/9siii(;3-f- |3')r-+-(y — a)iJ^,oSinp7: 



= o. 



= o. 



zro, 



Tableau XIV. 




Chemin de ( I-mu') 



Chemin de ( ï-wv ) 



( 1, V, 5, 6) 6, siiWy — a)7: -h (;i')^{/v sin( ;5'-- y)7: — (^' — yj^^f^in^'i: 

-{-y)^,sm{^-^^'^y)T: 

{ I, V, 5, 7) '|, sin(y — a)?:— (•/ — i3)tj>v siii|37: -h (— 3)'|5 sin(;3 -y):: 

-(-y)^,sin(?-^(3'-y)7r 

( 1, '1,6, 7) (y)'}, siii(y — a)7: — (y )'^v siny:: — (— ;3')']>c sin({3 — y)7r 

-((3-y)+7SinP'7: 

(1,.V,6,9) fry-a)siiWp'-y)7:-h(-;î')sina7:]tJ.,-(y)^4sin((3'-y)7r 

(- ;i')'|6siii((3 4-(3'— y)7r — 4/,sinP'7r 



= o. 



o. 



=:0, 



= o, 
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1,4,6, 10) ^i sin(y — a)7r — ^^sinyTT — (— y)^6 sin((3 H- (3'— y)7r 

— (— a — y )iJ^,o sinp'TT = o, 

1,4,7,9) [sin(y-a)7r-H(-a-(3)sin(P-y)7r]4/i-(y-(3)^4sinp7r 

-(-y)^,sin((3 4-?'-y)7r-(-(3-y)+,sin((3-y)7r=:o, 

1, 4,7, 10) ^i sin(y — (x)t: — ^^ sinyï: — (— y)^T s\n{^ -h (3'— y)7r 

_ (_ a _ j3 ^ (3')^,o sin((3 - y)Tr =z o, 
1,4,8) +1 — (a)+4 — (a~y)^8=o, 

1,4, 9, 10) +4 - (a)+4- (« - y )+9+ (- (3')+io= o, 

1,5,6,7) (y)^|;, sin(y — a)7r — (y)^jsiny7r — (y — (3')^^esin(37r 

-(|3)^,sin(P'-y)7r = o, 

1, 5, 6, 8) +» sin((3'- <x)t: - ^5 sin(3'7r -f- (- ^')^e sin(y - |3 - P')Tr 

-¥■ ^^ s\n(y — ^' )n = o, 

1, 5, 6, 10) ^i sin(y — «):: — ij^, siny?: — (— y)^, sin(P -f- ^'—y)i: 

H-(— a)+ioSin((3' — y)7r==o, 

1 , 5, 7, 8 ) ^I^, sin (y — a'-{3)7r-f-4>5sin(P — y)7r 

— (? — 7)^7 sin(P 4- (3'— y.)Tr -h ^g sin(37r = o, 

1,5,7, 10) 4^1 sin(y — a)7r — iJ^gSinyT: — (— y)^]^7sin((3 -+-|3'— y):: 

— (y — a — (3 — (3')4/,o sin^T: = o, 

1,5,8,10) ^,_(«)^,~(a-y)4,,_(-(3')4^,o = o, 

1,5,9) ^i— ((x)^^— (a -- y)^^ = o, 

1. 6. 7. 8) ^t sinaTT -f- (— (3')4'6 sin ((3 — y )7r -+- (P — y )ij^7 sin|3'7: — ^g siiiyT: = o, 

1.6.7.9) ^, sinocTT-^- (y — j3')ij^6sin'37r-+- (P)iJ^7 sin((3'— y)7r — iJ^9siny7:=:o, 

1, 6, 8, 9) ij^, sinocTT -+- ^g sin((3 -h (3'- y):: + (j3')+8 sin(P'- y )7r 

-'(?'-y)+9sin(3'7:i=o, 

1.6.8. 10) ^isina:: H-^gSin(|3 -4- (3'— y):: — 4^8 sin y?:— (— a)^i^sin;3'7r = o, 

1,6,9,10) ij^tsina7r-h4'«sin((3-hj3' — y)7r — ^{>9siny7r — (y — a)4'ioSi»((^'— y)^=^> 

1, 7, 8, 9) ^1 sinaTT -h ^{^7 sin((3 -h (3'— y ):: — (y — (3)ij;g sin(37r 

4-(— (3)v|>9sin((3 — y)7r = o, 

1,7, 8, 10) ^J;, sina:: ■+- ^^ sin(P -^ P'— y)7r — ^g sinyTr 

-^(y-a-[3-(3')i].,oSin(^-y)7r = o, 

1,7,9, 10) 4'iSina7r-f-^7sin(P-h(3'— y)7r — 4'9siny7r-f-(2y— a— (3— (3')4'ioï*in(37r = o, 

2, 3, 4, 5) ^^ sin(P -+- (3'- a)7r 4- ((3 4- (304^3 sin(y - a):: 

— (a 4- (3')4^4 sin(37r — (a — (3)4>5 sin^'r = o, 

2.3.4.6) (-«)4,,4-2i4.,sin(y-a)7r-(a)+4-+-(a-y-(3-(3')'|e=o, 

2.3.4.7) 4/,sin((3 — a)7r4-((3)4'|Sin(y — a)7r — (a)4^4sin(37r — (a — y)4^7sinP'7r = o, 
Fac. de T. — VII. F. I I 
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2,3,4,8) (-a)+,4-(y-a)+,~(a)^,-(a-y)^8 = o, 

2, 3, 4, 9) [(P -h (3'- a) sin;37r - (- (3') siriaT:]^, 

-^[(2^-hP')s>'in{y — 5t)7r — (y — a)sin(3'7r]ij^, 

— (a-i- ^ -♦-(3')iJ^4sin^7r-l-(a — y)ij^9 sin(3'7r = o, 

2, 3, 4, 10) ^, sin(i3 -4- (3^- a)7r -+- ((3 -4- ;3') '1, sin(y - «)7r 

-(a)^,sin(;3-+-(3')7r-4-(-(3-P')+toSin?'7r=:o, 

2,3,5,6) ij.,sin(;3'-«)7r-f-(;3')ij.,sin(y-a)7r-(a)ij.,sin^'7r 

— ( « — y ) +6 si n (Stt = o, 

2.3.5.8) i{/,sin([3'-5t)7r-h(;3-f-;3')'|asin(y-a-(3)7r 

— ( a ) vj^s sin ;3' t: -h ( ;3 -4- (3' -i- a — y ) ']>8 sin (3:: = o, 

2.3.5.9) (_a)^,^(y-a)v|>3-(a)^5-(a^y)4.,=:o, 

2.3.5.10) i}>,sin(;3-+-{3'-5t)7r-+-(;3 4-(3')'|3sm(y-«)7r 

— (a)ij^5sin(;3-h3')7r — ']^,osiii^7r — o, 

2, 3,6,7) i};, sin5t7r-hij^3sin(a — y)7r-l- (a — ^'— y)^|'6 sin^TU 

-h (a H- (3 — y)4'7sin3'7r=:o, 

2,3,6,0) .|,smâ7:-+-(;3')^|/,sin(aH-3'-y)-h(aH-p'-.y)4/8sm;37r 

— (a -h (3'— y)+9 sin(3'7r = o, 

2.3.6, 10) t]^, sina7r-+- ^pjSinCa — y)7r-t- (a — y)'|g sin(3 -^ i3')7r — 4*10 siii|3'7r = o, 

2, 3, 7, 8) '^, sinaTT h- (J3)']>3 siii( a -+- ;3 — y)7r -4- (a -+- ;3 — y)'!, siii(3'7r 

— ( a -+- ^ — y )4's slii^TT = o, 

2,3,7,9) 2£vj;,sin5t7r — (y — a)']>,-h(a + ?-+-;3' — y)^7-+-(a — y)+9=o, 

2.3.7, 10) tj/, sina7:-f-^j^îSin(a — y)7r-f-(a — y)4'7 sin(j3-f- p')7r 

-^(-?-;3')'^,oSin?7r==o, 

2, 3, 8, 9) '^, sinaTu -h ((3 4- ;3')'|3 sin(a -4- ,3 -4- ;3'— y )7r 

— (a-4- ;3 4- 2^' — y)'%sin37r— (a -h 3'— y)'^9 sin^'Ti = o, 

2, 3, 8, 10) v|>, sinaTT -h ((3 -h ;3')'|3 sin(a -4- ^ -h ^' — y)7r 

- (a 4- (3 -+- 13'- y )'^g sinO -4- ;3')7r - '1,0 sinP'TT = o, 

2, 3, 9, 10) ^j siiia?: -+- (? -h jiO+a sin(a -f- ;3 -4- ;3' — 7)7: 

- (a -4- |3 -4- ?'- y)'|, siii(? -f- ;3')7r 4- ((3 -+- ;3')'|,o î^i»?^: = o, 

2, 4, 5, 8) 'j., sin(;3 -+- j3'- y )7H- (a -4- {3')'^ sin(y - a - (3):r 

— (V — ?)'■}'* ^»"P'^ -^ (« -^ (3 -4- 3'— y )'^8 sin(y — a)7r = o, 

(2, i, 5, 9) •}, sin(|3 -h [3'- y)7r - (y h- (3')^, siii^Ti 

4- [(a 4- ]3 -I- ;3') sin(y _ a)7r - (y - ^) sin(3'7r]4/, 

-4- (a -4- j3 4- (3' — y)'|9 8in(y — «)7r=:o, 

(2,4,6,7) ^^,-^^,-^ (^ - ^' - y)^,-^ 2t{^ -y)^,s\n^'T:^o, 



(•2,4, 


(•2, 4, 


(2,4, 


(•2.4, 


(•2,4, 


(•2,4, 


(•2,4, 


(•2,4, 


(•2,4, 


(•2,5, 


(2,5, 


(•2,5, 


(•2,5, 


(2,5, 


(•2,5, 


(•2,5, 


(•2,6, 


(•2,6, 


(2,6. 


(2.6. 



= o, 



:=0, 



==o, 



o, 



= o, 
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6,8) (— a)4^,— (a)^4-4-(y — a — P — (3')^J^6H-2iv|>8sin(y — a)7r = o, 

6»9) [(y-?')sin(y-a)7:-(-«)sin(3'7r]+,-(y)4;4sin(y-a-|3')7r 

-H [O) sin(y - a)7r - (y - a - j3 - (3') sinp'7r]v|>e 

-H 21^9 sin(3'7rsin(a — y):: 

6,10) v|>,-i{.,4-OH-j3'-y)^e-2/(-a)^,oSin;3'7r = o, 

7.8) ^jSinO — y)7r-h(a)'|,sin(y — a — ^)7r 

— 4'7sin^'7r-i- (a -h j3 — y)4'8sin(y — a)7r 

7.9) [(_;^)siii(?-y)7r + (a)sin(y-a)7r]4.,-(y-?)4/,sin;37r 

-h[(aH-(3H-(3' — y)sin(y-a)7r— (— P) sin(3'7r]ij;7 

H- (a — y)ij;^sin(y — a)7r 

8.9) (a)^,sin(y-a-|3-;3')7r-4-4.,sin(;3 + (3'-y)7r 

-f-[((3')sinp7r4-(a-y)sin(y-a-;3-P')7r]d;s-+-(-?)4^9sm(3'7r 

8, 10) i|y,sin((3-+-;S'— y)7r-h(a)'|4sin(y-a-(3 — P')7r 

-+-(a-^3-+-(3'-y)vj;8sin(y-a)7r-h(y — a-;3-(3')iJ.,oSinP'7r 

9, 10) ^J^, sin([3 -h ;3'— y)7r — (a)4^; sin(a h- (3 -+- ^'—y)r. 

4-(a -f- ;3 4-[i' — y)v|>9siii(y — a)7r 

^ [(y _ a - |3 - [3') sinp'TT - (|3) sin(y - a)7rl+,o 

6.8) ^jSinO'— a)7r — (a)^]^5sin(3'7r-4-^6sin(y — a — |3)7r 

H-(;3')^8sin(y — a)7r 

6, 9) ^i sin((3'— y)7r -h (a)^5 sin(y — a — |3')tu — 4*6 sin|37r 

-+- (a -h P'— y)4'9 sin(y — a):: 

6.10) 4;,-^,-f.((3-hP'-y)46-(;3'-a)K=o» 
7) +,~^5-f-(?-f-?'-y)^7 = o, 

8.9) ^,siii(;3-+-;3'-y)7r4-(a)45sin(y-a-(3-(3')7r 

-+-(J3')'|8sin{37r-l-(a -{- ^' — y)^^ sin(y — (x — ^)r. 

8.10) ^,sin((3 4-;3'-y)7rH-(a)45sin(y-a-(3-(3')Tr 

-h (a H- (3 -h ;3'— y)4;8sin(y — a)7rH-4'ioSin(y — a — ^)r. 

9,10) ^,sin({3-+-(3'— y)7r4-(a)45sin(y — a — (3 — p')7r 

H- (a -h (3 -4-[3'— y)^]^9sin(y — a)7r — (y — a)4,oSin;37: 

7. 8) ^j^j sinaTT -+- (— {3')^6 sin(a -h [3 — y)7r 4- (a 4- (3 — y)v|>7 sin;3'7r 

7, 9) ij^, sina:: -+-(y — a — ^')^6 siii(37r 4- ((3)v|>7 sin(a -h (3'— y);: 

4- ^9 sin(a — y)7r 

8.9) ij^, sina7r4-4'6sin(a 4- ^ 4- |3' — y)7r 4- ([3')i{^8 sin(a 4-13'— y) t: 

— (a4-!3'— y)vj;9sin{3'7r 

8. 10) ^{/, sin «TT 4- ij^6 sin(a 4- (3 4- (3'— y)7r4- tj^8sin(a — y)7r — iJ^ioSin(3'7r 



= o, 



= o, 



= o, 



o, 



o, 



o, 



o, 

o, 
o, 



L.. 
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2.3.4.8) (-a)iJ.,-4-(y-a)iJ.,-(a)iJ.,-(a-y)vJ>, = o, 

2. 3. 4. 9) [(P -h P'~ «) sin(37r — (- P') siiiaTi]^, 

-f- [(2;3 H- (â') sin(y - a)7r — (y — a) sinP'Tr]^^, 

— (a-+- P -hP')vJ>4sin;37r-l- (a — y)^9 sinj3'7r — o, 

2.3.4.10) ^,sin(P-h(i'-a)7r-+-(i3-f-(3')'^,sin(y-a)Tr 

-(a)4^,sin(PH-(3')7r-h(-(3-P')4^,oSin(3'7r=-o, 

2.3.5.6) iJ.,sin(P'-a)7r-h(;3')+isi»(y-«)7r-(a)'J^5ï^inP'7r 

— ( a — y ) 4^, sin (37: — o, 

2.3.5.8) iJ.,sin(P'-a);r-hO-+-;3')tJ;,sin(y-a-(â)7r 

— (a)ij^j sinjâ'TT -h ((3 -h ;3' -4- a — y )'|8 sin;37r -- o, 

2.3.5.9) (-cc)^^^(y-a)^^-(oc)^,-{(x^y)^,= o, 

2, 3, 5, 10) ^^ sin(P -h (3'— a)7r -+- (;3 -h (3')^j^, sin(y — a)7: 

— (a)4^jsin(P -H ;3')Tr — ']/,oSinp7r-- o, 

2.3.6.7) ^, sinaTT -h vj>, sin(a — y)7r -h (a — P'— y)'|6 sin|37r 

-f- (a -h (3 — y)^7 s'iii^'t: --- o, 

2.3.6.9) ^,sinà7r-hO')4^,sin(a-f-;3'— y)-H(aH-;3'-^y)^j.,sin;3;r 

— (an- ;3' — y)4^»sinP'7:-- o, 

2.3.6. 10) ^, siiiaTT -h ^i^'m((x — y)7r -h (a — y)4'« sin(P -i-i3')7r — 'j^io s'in^'r.- o, 

2.3.7.8) il>, sina7r4-(]3)^3sin(aH- ;3 — y)7H-(a -h ;3 — y)'!, sin;3'7r 

— (a H- ;3 — y)']^, siii;37: — o, 

2, 3,7, 9) 2/4^, sinaTT — (y — a j'Ia-f- (a -+- ? -h ;3' — y)^^7-»- (a — y)'% — <>» 

2,3,7, 10) ^, sinaTr-i-4'jsi»(3c — y)7r4-(a — y)'];, sin(;3 -4- ;3')7r 

H-(— ? — ;3')'^,„siii;37r-^o, 

2.3.8.9) '^,sina7r-4-(;3-4-;3')'^,sin(a-i-;3 4-;3'— y)7r 

~ (a -h p H- 2^' — y)'% sin^TT — (a -4- ;3'— y)'% sin;3'7: - o, 

2.3.8.10) ^,sina7rH-(i3-h;3')^{>3sin(a-hj3-+-;3'— y)7r 

-^ (a -h [3 -4- 13'- y )'K sin(3 -+- .3')7: - +,„ siri;3'7r -^- o. 

2, 3, 9, 10) «Ij sinaTT -+- ( ;3 -h {3' ) ^z, sin(a 4- ^ -+- ?' - 7)7: 

- (a -+- 13 4- ?'- y)^, siii(;3 -h ;3')7r 4- (;3 H- ;3')|„ siii^TT - o, 

2, 4, 5, 6) (- ?^')'h-{?'yi^,-h2i^, sin;3'7r -h (? - y )|r.^- o. 

2,4,5,8) •|,sin(;3-h(3'-y)7r4-(a-f-^')'};sin(y-a-;3)r 

— (y — P)^J/, sinj3'7r 4- (a 4- ^ 4- (3'— y)'% siii(y — a)7r — o, 

2, 4, 5, 9) 'I, sin( (3 4- (3'- y)7r - (y 4- (3')^, sin;37r 

-^[(a4-?^(3')sin(y-a)7r-(y-;3)sinP'7r]^, 

4- (a 4- (3 4- P' — y)'|, sin(y — a)7r =:<), 

2,4,6,7) .^,-^|,-^(p-;3'-y)4..-^2/(P-y);|;,siii;3'7r---o, 






r. ^ t. ' 
I. A "T *• 
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(i, 6, 8, 9) ^, sinaTT -+- (- a)^e sin((3 h- P'— y ):: 

4-[(-y)sina7r4-(;3'-a)sin((3'-y)7r]4^.-(P'-a-y)v];,sinP'7r==o, 

(4,0,8,10) (a)vP4sina7r-h^6sinO-+-(3'-y)7r 

4- (a)4/8 sin(a — y):: — (— a)v^io sin(3'7r = o, 

(4,6,9, 10) (a)'^^ sinaTT -h 4^6 sin(;3 H- (3'— y):: -h (a)vj>, sin(a — y)7r 

-^(-a)[(y-|3')sin(y-a)7r-(-a)sinj3'7r]v];,,==o, 

(4,7,8,9) (a)^4sina7r-h^7sin(;3H-;3'— y)7r 

-^- [(a — y)sina7r — (y — (3)sin^7r]^8-+-(— (3)^9sin(P— y)7r = o, 

(4, 7, 8, 10) (a)^, sinaTT -+- ^7 sin(;3 H- P' - y )tt 

-h (a)'|8 sin(a — y)TT -+- (y — a — p — (3')^,o sin(P — y)TT z= o, 

(4,7,9, 10) (a)']>4sinaTT-h'|7sin(j3-h (3'— y)TT -4- (a)^, sin(a — y)TT 

-h [(2y - a - (3 - (3') sin ^tt - (- ?') sinaTT]K= o, 

(5.6.7.8) ^5sinaTT-+-(-;3')4/eSin(a-+-(3-y)TT 

-^ ( P — y ) 4^7 sin ( ;3' — a ) TT -h ^{^8 sin ( a — y ) TT := o, 

(5.6.7.9) ^5 sinaTT -h (y — o^ — ^')^6 sin(3TT 

-+- (;3 — a)i}>7sin(;3' — y)TTH-4'9sin(a — y)TT:=:o, 

(5.6.8.9) ^5sinaTT-h(-a)v|>esinO-h(3'-y)TT 

-f-((3'-a)'|8sin(;3'-y)TT-t-((3'-y)^,sin(a-(3')7r:=o, 

(5.6.8. 10) (a)^5 sinaTT -h 4^ersin(P-+-;3'-y)Tr 

-h (a)^I^8 sin(a — y)TT -h ij^,o sin(a — (3')tt = o, 

(5,6,9,10) (a)4/5sinaTT-h^6sin(p-h;3'— y)TT 

-f- (a)^9 sin (a — y)7T -4- (7 — a)^,o sin (y — (3')7T=: o, 

(5,7,8,9) (a)^5sinaTT-h4/7sin((3-f-î3'— y)TT 

— (y — P)'|8 sin^TT -4- (a — [3)ij;, sin(a -f- (3 — y)7T = o, 

(5,7,8, 10) (a)^5sinaTT-4-^7sin((3-4-(3'— y)TT 

-f- (a)tj;8 sin(a — y)TT-l- (y — (3 — (3')4/,oSin(a -h {3 — y)TT==o, 

(5, 7, 9, 10) (a)4/5 sinaTT -h ^7 sin (^ 4- {3'- y)TT 

-f- (a)^{^, sin(a — y)TT-4- (2y — a — (3 — (3')t|;,oSin(3TT = o, 

(6,7,8,9) ((3-(3')+6-([3~?')v|>7-f-^8-4'» = o, 

(6, 7, 10) ^J,e- +7- (y - « - (3)'J^,o= o, 
(8, 9, 10) ,];,- ^,-^ (y _ a - (3')4;,o= o. 

Tableau II {voir page 68). 

(1,2,3), (1,2,4,5), (1,2,4,6), (1,2, 4,7) (î;o//' le Tableau I). 

( 1, 2, 4, 9) ^, sin(y - a - (3')tt -+- (- (3)^, sin((3 4- (3' - y)TT 

— (y — (3 — ^')^k sin^TT -h vp, sin^'ir = o, 

(1,2, 4, 10), ( 1, 2, 5, 6), ( 1, 2, 5, 8) ( i;o/r le Tableau I). 
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o, 



o, 



= o, 



o. 



o, 



( 1, 2, 5, 9) (a -+- (3 -+- ^'-y)^x -h 21^, sin(y - (3 - [3')7r 

1,2, 5, 10), (1, 2, 6, 7), ( 1, 2, 6, 8) (voir le Tableau 1), 

1,2,6,9) [(_j3)sin(y-a)7r-(aH-p4-(3'-7)sin(3'7r]^, 

-+- [(? -^ P'- y) sin;3'7r ~ (- (3) siny::]^, 
- (- 13 - (3')^J.6 sin^TT -+- ((3 -h P')4^7 sini3'7: 

2, 6, 10), ( 1, 2, 7, 8) (voir le Tableau I), 

2, 7, 9) 4^, - (- «)t];,- (y _ a _ (3 - (3')^,- (y - «)^,^ o, 

2,7,10) (uoi> le Tableau I), 

2.8.9) ^,sin(y-a-^-[307r-+-4/,sin((3-4-(3'-y)7r 

-^ (— P')+8 sinpTT -+- ((3)4/8 sin{3'7r 

2.8.10) (vo//- le Tableau I), 

2, 9, 10) 4/, sin(y — « - (3 - (3')7r -h t];, sin(;3 4- (3'- y)7r 

-l-4'9sin((3 4-(3')7r — (y — a — 2(3 — a(3')4'ioî*»n(37r = 

3, 4, 5), ( 1, 3, 4, 6), ( 1, 3, 4., 7) (voir le Tableau I), 

3,4,9) 4/,sin(P — a)7r-(P')4/3sin(]3-+-(3'— y)7r-4/»sin(37r 

-h((3 4-(3'— y)v|>9sin(3'7r = 

3,4,10), (1,3,5,6), (1,3,5,7), (1,3,5,8) (i;o«V le Tableau I), 

3,5,9) 4y,^-2/(p-+-^'_a)4;3sin((3-+-P'-y)7r 

-(-a)4;5-(2(3-h2|3'-a-y)vp,r 

3, 5, 10), ( 1, 3, 6, 7) (voir le Tableau I), 

3,6,9) (-p)t];,sina7r4-[((3')sin(P-f-P'-y)7r-(-y)sin(37r]v|>3 

-4- (- y - (3 - (3')4;e sinjSTT - ((3 -f- (3'- y)^;, sini3'7r = 

3, 6, 10), (1, 3, 7, 8), ( 1, 3, 7, 10) (voir le Tableau I), 

3.8.9) (y-;3-{3')4/,sina7r-4-(y)4;3sin((3-^(3'-y)7r 

- (~ (3')4'8 sin(37r - (P)^/» sm(3'7r = o, 

3.8.10) (vo£/- le Tableau I), 

3, 9, 10) 4;, sinaTT 4- (P -h P')^/, sin(P -h (3'- y)7r 

- ((3 -f- (3'- y )4/9 sin((3 -h (3')?: ^ (_ a - ^ - ?^')^,, sin (37: =1 o, 

4, 5, 6), ( 1, 4, 5, 7> (voir le Tableau I ), 

4,5,9) (^)^,-^2i((x)^,s\n^n-(cx-^)^,-(oL-\-^-y)^,= o, 

4,6,7) (uo/r le Tableau I), 

4, 6,9) [(P - a) sin(3'7r - (y - p _ (3') sin(y - a)7:]^, 
-h [(- (3') sin(37r - (y) sin((3 4- (3'- y)Tr]4/^ 

+ (-(3-(3')4/6sin((3-^(3'-y)7r-(i3-y)'|9sin;3'7T = o, 

(1,4,6,10) (uoiV le Tableau I), 



= 0, 



o, 
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( 1, i, 7, 9) ^i sîn(P — a)7r — ^^ sin^:: 

-+- (- (3)iJ.7 sin(y - p - (3')7r 4- i|;, sîn(y - (3)7: = o, 
( 1, 4, 7, 10), ( 1, 4, 8) ( vo/r le Tableau I), 

( 1, i, 9, 10) ^, - (a)+,- (P _ y )^,4. (_ a(3 - (3')^.o= o, 
( 1, 5, 6, 7 ), ( 1 , 5, 6, 8 ) ( vo/r le Tableau 1 ), 

(1,5,6,9) [(y-^P'-a)sin((3-f-;3'-y)7r-(a)sin?7r]^. 

-[(y4-?')sin(;5 + [3'-y)7r-sin^7r]+, 

- 21^, sin;37: sin(|3 -h (3'- y)7r - ( j3 -h (3')4/, sin((3'— y )7r = o, 

(1,5,6,10), (1,5,7,8) (i;o£> le Tableau I), 

(1.5.7.9) +,-(-a)'|5^-2i(-«)^7sin(;3-f-(3'-y)7r-(y~a)i|.,= o, 

(1.5.7.10) (voir le Tableau I), 

(1.5.8.9) (-(3)i}.,-(a-(3)i}/5+2i(«-y)4^.sin(37r-(a-h(3-.y)+, = o, 

(1.5.8.10) (voir le Tableau I), 

(1,5,9,10) 4,,_(a)^.-(a-y)i}.,-2i(-(3-(3')+,oSinp7r = o, 

(1.6.7.8) (voir le Tableau I), 

(1.6.7.9) i}/, sina7r-h(-(3'-y)^eSin;37r 

-4- [( ? - y ) sin P'tt - (- P - P') siny7r]4/7 - ^'t sinyTT = o, 

(1.6.8.9) (y-(3-(3')iJ;|Sin«7r-4-(y-(3-(3')^^.sin((3-4-p'-y)7r 

+ [(y ) sin(P -f- P'- y)7j - (- P') sin^Trl^J.,- ((3)+, sinP'TU = o, 

( 1 , 6, 8, 10) (voir le Tableau I^, 

(1.6.9. 10) ^i sina7:-f-<J^6sin((3-h(3'— y )7r — ^, sinyTT 

- (y -« - ;3 - ?')[((3 -^ (3'- y) sîn(3'7r - (- (3) siny7r]ij.,o = o, 

(1.7.8.9) v};,sina7r-+-^7siii((3-h(3'-y)7r-(;3-y)i|;sSin(37r-4-(P)vp,sin((3-y)7r=:o, 

(1.7.8.10) (voir le Tableau 1), 

(1,7,9,10) ^j>,sina7r-h^7sin(?-4-;3' — y)7r — tj;,siny7r-4-(— a — (3 — (3')Ksinp7r = o, 
(2, 3, 4, 5), (2, 3, /», 6), (2, 3, V, 7 ), (2, 3, 4, 8) (voir le Tableau 1), 

( 2, 3, 4, 9) q., sin(;3 - « )7r + ( [3 4- P')4'3'Sin(y - a ~ P') 

-h (a -+- (3 -+- (3'— y)ijy5 sîn(3'7r — (a)ij;4 sin^TT = o, 

(2, 3, 4, 10), (2, 3, 5, 6), (2, 3, 5, 8) (voir le Tableau I), 

(2,3,5,9) ^,-^(2(3 4-2;3'-y)^,-^5-(2(3^2(3'-y)4;, = o. 
(2,3,5,10), (2,3,6,7) (voir le Tableau I), 

(2, 3, 6, 9) (- p )+,sina7r -4- [(a + (3 + ;3'- y )sin(3'7r - (~ p)sin(y - «)7r]tj;, 

-h (a - (3 - ?'- y)^« sin(37r - ( a -h |3 -4- P'- y)^/, sin(3'7r = o, 

( 2, 3, 6, 10 ), ( 2, 3, 7, 8 ), ( 2, 3, 7, 10 ) ( voir le Tableau I ), 

(2, 3, 8, 9) ^, sinaTT -+- (P 4- (3')^, sin(a -h p -h (3'- y )7r 

— (a -h (3 — y)'|8 sin(37r — (« -h 2(3 -h p'— y)ip,sinl5'7r= o. 
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>->ir le Tableau I), 

;,,iii.= + + ?')+.siil(a + |3 + ?'-7)it 

- (:. + P + P'- ■/)4.,slnO + J')ii + (- ? - ?')1.,.sin?ii ^o. 

. -2,1. "1.8) ( uoir le Tableau I), 

, ,-?').)., sin(? + ?'-r)ii-(«)'Ksi"?« 

+ (-/ - ?- p')+,5m(y - « - P')» + (?)+,5in(, -- .)i = o, 

,.:»,'», 6,8) (uo(> le Tableau 1), 

.. ( 3)[(3-<.)sio?j-(y-?-|3')sm(v-a)iH., 

-(,-?-P')K? + ?'+='-)')sin?'"'-(-?)"iu(7-=<)it]4'. 
+ (— ^ — |3')'^4Sin(a + p'— y)ji + 2i|, siii3'TCSln(y — «jit^o, 

. Illi, (2, V,7,8) (uoirle Tableau I), 

.-,.01 |,sin(3-«)it-(»)+,sinPit 

+ +,sin(y-.-J3')c + (?)<)., sin(,-.)7r = o. 

,.7. 10) {voir le Tableau I), 
.1.8.9) 4.,!ln(f + ?'-y)it +(»)+. 5in(y-«-?-?')it 

+ (a + ?-y)t,sin(y-»-3')<! + (?)4'.»ii"?''' ^ o. 
J, i.8,10) {uoirle Tableau I), 
i'..9, 10) t,smO + ?'-y)n + (a)+,sin(-/-a-|3-P')it 

+ (a + î3 + ?'-y)t,sin(y-»)in-(-?~|3')+„sln(i + 3'-y)7i--o, 
■J.."),C,8) (Hoirie Tableau I). 
2.,-),C,9) [(|3)slnO'-=i)»-(y-i3-?')sin(y-a)i]4-, 

- [(a + ?) sin^'n + (y - p - ?■) »in(«i - y ).i]4.. 

-(« + P-y)t.Bin?ii-(|3 + ?')+.siii(a.-y)ii = o, 
\î,^,&, 10), (2,5,7) (ooir le Tableau I), 

(2.5.8.9) (y-«)+,sin(13 + ?'-y)i + (y)+.sin(y-a-?-?')B 

+ (« + »? + ?'-y)j.,sin3ii + (+i?-l-|3')+.sin(y-«-?)ii = o. 

(2. 5. 8. 10) (voir le Tableau 1 ), 
(2,5,9,10)(y-<.)1.,sin(P + P'-y);H-(y)4,.sin(y-a-?-3')i, 

+ + P')i{', sin(y — a);t — ipiosin^n — o, 

(2.6.7.8) (ooiV le Tableau 1), 

(2.6.7.9) 4-, sin«n + [(« + p — y)sinp'jT + (— 3 — p')sin(o: — y)it]^, 

+ (« - P'— y )^j sinpir + |, sin(a( — y )]i ^ o, 

(2. 6. 8. 9) 4^, sinaiT + i^, sin(o: + (3 + P'— y )ji 

+ [(? + |3')sin(«H-? + ?'-y)ii-(»i + P-y)»in?iiJ+. 

-(. + î3 + ?'-y)+,sin?'i = o, 

(2.6.8.10) (voir le Tableau I), 

Fac. de r. — \'U. F.I2 
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2,6,9, 10) 'liSinarn- '% sin(a -+- ^ -^ ^' — y)r. — ^, sin(y — a)7r 

- [sin jS't: — (y — a — 2^ — ?') sin(y — a)7:]'|,o= o, 

2.7.8.9) •>{/, sina7r-+-'|7sin(3c-4- ^-\-^'—y)r. 

- ( a -r ,3 — y )'].8 sin;37: -h ( ^ )'|9 sin( a -4- ;3 ~ y jtt = o, 

2, 7, 8, 10) ( voir le Tableau 1 ), 

2.7.9. 10) '1, sin3e7:-h'|7siii(a-h 5 -h ^' — y)n 

-h ^9 sin(a — y )7r -+- (— ;3 — ;3')'^,o sin^TT = o, 

3, i, 5, G), ( 3, V, 5, 7 ). ( 3, V, 5, 8) ( voir le Tableau I), 

3, V, 5. 9 ) '^a sinf y - .5 - .3' );: - ( sa - 2^ - 3')^, sm;37: 

-4- ( a - 2.3 - ?')'^â sin( ;3 - a):: -h (a - y )i}/, sin(? -h ;â'- a)7r = o, 

3, V, 6, 7 ) ( voir le Tableau 1 ), 

3.4,6,9) [(a-y)sin(a-?)7:4-(.3')sin(;3-^?'-y)7r]^, 

-4- (a — j3)'|vsina7r-+- (a — ^ — 3'— y)'^, siii((3 — 3t)7r 

-(?4-;3'-y)'»;,siii^'7r = o, 

3, V,6, 10), (3.'*, 7, 8), (3,'*, 7, 10) (uo/V le Tableau 1), 

3,4,8,9) •;3sinry-.3-.3')7:-(a-3- ;3')'|4Sina7: 

4- (a - ?'- y)'% sin (;3 - a);: -h (;3 - y)v{;, siii;^';: = o. 

3, 4, 8, 10) ( t'o/> le Tableau 1 ), 

3, V, 9, 10) •!:, sin(y - ;3 - 3' it: - (a - ;3 - ;3')'}, sina;: 

-4- (5t - y )'|, sin(;3 -f- ;3'- 5c)7r -+- (- 2? - a;3')K sin(a - ^)n ~ o, 

3, 5, 6, 7 ) ( voir le Tableau I ), 

3, 5, 6, 9) [( •>..3 -4- 2^' - a — y ) siii( a — ^fi' )t. -h (;3'— a) siii(y — a)7c]'^/, 

— ( 3' — a )'}5 sinper — (— y )'|« sinjâ;: 

-h (2;3 -4- 2;^'— y — 3t)'|, sin(;3'— 3c)7: = o, 

3,5,6, 10), (3,5,7,8), (3,5,7, 10) ( iv>/> le Tableau I), 

•^ o, 8, 9) '^3 sin( y — 3 - ;3')- - (a - ;3 — ;3')'>i sinaTr 

-h ( 2a — 3' — y )•% sin;37: -h (at -+- ? — y )'|, sin(;â'— ol)t. — o, 

3, 5, 8, 10 ) ( voir le Tableau I ), 

3,5,9, 10) '^ssinfy- ?-.3')7:-(a-.3-^')'^5siuaT: 

-f- ( a — y ) '^9 sin ( .3 -h ;â' — a ) TT — ( a — 2 ;3 — 2 ;3' )'},„ siii ;37r = o, 

3, 6, 9, 10 ) ( ^ -f- .3' )•}, - -le - ( 3 + .3' )'}9 4- { y _ a - ;3 )'^,o= o, 

3, 7, 8, 10 ) ( voir le Tableau I ), 

:^7,9) .},_(_, 3 -3')'^7- '^9=0, 

V, 5, 6, 7 ), ( \, 5, 6, S ) ( voir le Tableau 1 ), 

V, 5, 6, 9 » I ( a -+- ;3 -h ;3' — y ) siu ( .3' — a )7: — ( a — 3 ) siu ( y — a )7r]'|v 

- [(.^ -+- ;^'- 7) sin;3'7r -4- (a - ^) sin(a - y)7r]'|, 

— (i3-7)'l«^"»^?-+-^'-7)7:-(3f-h?-y)i}/,siii(3( — y)7r = o. 
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'*,o,7, 8) (voirie Tableau I), 

'1,5, 7, 9) (x)']t^sïn^T: -{- ^5sin(a — j3)7: 

H- ([3 — a)^7 sin(;3 -4- (3'— y )7r -h ((3)^9 sin(« — y)7: = o, 

4,5,8,9) ^,~^,+ (2;3-y)(4.s-^9) = o, 

4,5,10) (voirie Tableau I), 

4.6.7.8) (uoiV le Tableau I), 

4.6.7.9) (;3)'|,sina7r-f-[(-^')sin(a-y)7r-+-(9.(3-y-a)sin;3'7r]v^7 

-((3-;3'-y)'^eSin(a-(3)7r4-(P)^9Sin(a-y)7:=o. 

4, 6, 8, 9) (a — 3 — (3')'|^ sin«7r 

-f-[sin((3-i-^'-y)7r-h(a-(3'-y)sin(a-(3)7r]^8 

4- (- P - 13')4.6 sinO -f- P'- y)7r - (j3 - y)^, sinjS'T: = o, 

4. 6. 8. 10) (voir le Tableau I ), 

4,6,9, 10) ^4sina7r-h(— a)i}^6sin(|3 -h [3'— y):: -h ^{/g sin(a — y)7r 

— [(— 2a)sin(3'7r-h(y — a — 2J3 — [3') sin(a — y)7:]^io= o, 

4, 7, 8, 9) (a)^4 sinaTT 4- ^7 sin( (3 -h |3'— y )7r -+- ( a 4- (3 — y )']>8 sin(a — (3)7r 

4-(!3)^|>9sin(i3 — y)7r — o, 

4, 7, 8, 10) (voir le Tableau I ), 

4,7,9, 10) (a)^4 sinaTT 4-4^7 sin(j3 4- (3'— y);: 4- (a)i];9sin(a — y)7r 

4- (- ^ - i3')4;,o sin(? - a)7: = o, 

5.6.7.8) (voir le Tableau I), 

5.6.7.9) ^8 sinaTT 4- (a — (3' — y)^6 sinj3TT 

+ [(P-y)sin(;3'-a)TT-(-(3-(3')sin(y-a)TT]^, 

4- ^9 sin( a — y)TT =: o, 

5.6.8.9) ^5SinaTT4-(- a)'!^ sin(i3 4- (3'- y)r 

4-[(2j3 4-(3'— y)sin((3'— a)TT— sin(y — a)TT]^J/s 

4- (2^ 4- P'- y) ^9 sin(a - (3')TT = o, 

5.6.8. 10) (voir le Tableau I), 

5, 6, 9, 10) 4^* sinaTT 4- (— a)4'« sin(|3 4- 13'— y)TT 4- 4*9 sin(a — y)TT 

4-[(y — a — 2(3 — P')sin(y — a)TT4-(— a)sin(a — (3')tt]4^io==o. 

5, 7, 8, 9) 4^» sinaTT 4- (— a)4^7 sin((3 4- (3'— y)TT — (a 4- (3 — y )4>8 sin j3tt 

4- ((3)4;, sin(a 4- (3 — y)TT = o, 

5, 7, 8, 10) ( voir le Tableau I ). 

5,7,9, 10) 4^1 sinaTT 4- (— a)4^7 sin(j3 4- (3' — y)TT 4- 4^9 sin(a — y)TT 

4- (-P- (3^)4^,0 sin ;3tt — o, 
6, 7,8,9) 4.,- 4;,4- ((3 4- (3')4'8- ((3 4- ^')^, = o, 

6,7, 10) (voir le Tableau I), (8, 9, 10) 4>8— 4.94- (y — a — 2|3 - (3')4>,o= o. 
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Tableai'x III ET IV (voir p. 69, 70). 

Les formules correspondantes se déduisent respectivement des formules 
des Tableaux I et II par la règle suivante : 1" On permutera ^ et ^'\ 2° (}/,, 
'^j, ^f restent inaltérés; 3° on permutera '^^ avec 'Isj "l*» ^'^'^^ '\'-i> '\'» ^'^cc 'l*, 
4" t|/,o se change en — (P -H ^')'|.o- 

Exemples : 

(1,2,3) même formule qu'au Tableau I. 

(1.2.4.5) (P + (3')4/,sin(7-«)7r-f-4-,sin(;3 + j3'-y)7r 

- (y - ?')4'» sinpTT - (7 + (3)4/. sin|3'7t = o, 

( 1,2, 4, 10) (j3 -t- (3')4'. sin(y - «)7r + |,sin((3 + (3'- y)7t 

- (7)4/» sin(;3 + p') Tt -1- (y - « -H p + (3')4;„ sin^'rr = o, 

(Ces formules se rapportent au Tableau III). 

Tableau V {voir p. 71). 

(1,2,3,4) (;3)4;,-(a-(3)4/,-(«-f-;3-7)4/,-2«(a)4/»sin;37r = o, 

(1,2, 3, 5) (- p')h-{P'-=^)'^t-(7 - « - i3')4'.+ 2«(- «)4'. sinjJ'Tt = o, 

(1.2.3.6) •4-,-(a)4.,-(a-7)4-,-2<(«-;3'-y)4'«sinj3jt = o, • 

(1.2.3.7) -|,-(-a)4;,-(7-a)'^,+ 2«(|3 + y-a)4>,sinp'ir = o, 

(1.2.3.8) (-^)|,-(3t-;3)4/,-(a + ;3-7).^/,+ 2t(a-7)4'.sinP7r = o, 

(1.2.3.9) (;3')-|,-(;3'-a)4/,-(7-5t-;3')4/,-3/(7-«)4/,sin?'rt = o, 

(1.2.3.10) [(a + P')sin;37r-i-(;3-a)sin?'ir]4/,-4;,sin(i3 + ?') 

+ [(7 - 3') sin;3 + (,3 - 7 ) siii^']|, 

— 2«(— a — j3')4/ioSin(3sinP'=:o, 

(1,2,4,3) (;3-^')']/,sin(7-a)7r + 4/,sinO-H;3'-7)7r-(y-i3')4;.sinl3tr 

— (? — 7)4'«s»nP'jt = o, 

(1,2,4,7) ■|,sin(7-«)7r + (-;3)4/.sinO-7)7r-(7-i3)|tsinp7t 

-(|3)4/,sinp'7t = o, 

(1,2,4,9) (^)'|,sin(7-a-;3')7: + '^,sin(i3 + ;3'-7)7r 

— (7 — ?')4'» sin ?jr + (|3)4/, sin^'n = o, 

(1,2, 4, 10) (3 - ;3')']/, sin(7 - 3t)7r + 4/, sin(^ -+- ?'- 7)7: 

- [f^ - ?')«!'••/': + sin(i3 + ?'-y)n^^ 

(13 - ;3'- « - 7)4.,, sinp'Tt = o. 



il 
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(1,2,5,6) ^,sin(y-a);n-(^')i];,sin((3'-y)7:-(^'-y)+5sin;3'7: 

- (-i3')|6sin;37:=:o, 

(1,2,5,8) (_j3')v|;,sin(y-a-(3)7:4-^,sin((3 4-(3'-y)7: 

(1,2,5,10) (l3-;3')v|;,sin(y-a)7r4-^,sin(;3-hi3'-y)7r 

- [((3 - (3') sinyTT -+- sin((3 -+- (3'- y )7r]+5 

— (y — a — 2f3')'|,oSin(37: = o, 

( 1, 2, 6, 7) ^, sin(y - a)7r - ^, sinyTu - (- ^')^, sm^n - O)^, sin(3'7r = o, 

(1.2.6.8) +,-(a)^,-(a4-(3-P'-y)+e-(a-y)+8 = o, 

(1.2.6.9) ^,sin(a4- [3'- y)7r H-^J^, sin(y - (3')?: 

-l-(— 2p')i]^6sin3TC — ^9sin(3'7r = o, 

(1.2.6.10) ^j^i sin(y — a)7r — vp, sinyTi 

- (- y)[(? - (3') sinyTT ^ sin(;3 -+- [3'- y)7r]^6 

-h (— a — y )'|,o sin[3'7: =: o, 

(1.2.7.8) ^Jy, sin(a4-(3 — y)7r-i-^, sin(y — ;3)7H- (2j3)'|7 sin;3'7r — ^^ srn^r, = o, 

(1.2.7.9) ^,-(_a)^,-((3-;3' + y-«)^7-(y-«)+9^o, 

(1.2.7.10) ^i^'iniy — 0L)r. — ^tSinyï: 

- (y)[(î3 - (3') sinyiT 4- sin( (3 4- ^'- y)7r]v|;7 

— (y — a — (3 — (3')vj^,o sin(37: =o, 

(1.2.8.9) v|;,sin(a-h;3 4-(3'-y)7r-h^,sin(y-;3-(3')7r 

- (- (3')+8 sin;37r - (l3)v|;, s'in^'r,- o, 

(1.2.8.10) [((3'-(3)sin(P-h{3'-y)7r-t-(a-y)sina7r]^, 

-(a + (3'~(3)^,sin((3-^(3'-y)7r 
-(«-y)[(y~|3)sin!37r^((3'-y)sin^'7r]^« 

— (— y)+iosinP'7:i:i:o, 

(1,2, 9, 10) [(p'— (3) sin((3 4- (3'- y );:-+- (y - a) sinaTrJ^y, 

-((3'-j3-«)+,sin(P-+-i3'-y)7r 
-(y-«)[(7-(3)sin(37r4-((3'-y)sin;3'7:]+, 

-h(y — 2a — ;3 — ;3')^J^,oSin;37: — o, 

(1, 3, i^, 5) ^J^, sin({3 4- P'- a)7r 4- v|;, sin(y - (3 — ^')7r 

— ({3')^4 sin(37: — (— ^)^i sin{3' t: - o, 

(1.3.4.6) ^,_(a_y)^,_(a)^,^(a-;3-p'-y)4;e=:o, 

(1.3.4.7) v|;, sin(a — ^)7r4- ^^3sin((3 — y)7r4- v)>iSin(37r4-(y)^J^7sin^'7r = o, 

(1.3.4.9) v|;,sin(a-P)7r + (-P')+»sin((3 4-(3'-y);r 

4-^4sin^7r — (y — (3 — (3')^» sin[3'7: = o, 

(1.3. 4. 10) ^x sin(P 4- (3'- a)7r - ^j, sin((3 4- (3'- y)7r - ^4 sin((3 4- (3')7r 

(— a —(3 — ?')vp,o sin[3'7r-- o, 
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( 1, 3, 5, 6 ) ^, sin ( « - P')7H- ^p, sin ( ;3' - y ):: -h '|i sin ^'tt -f- (- y )vj;, sin ^tt = o, 

(1.3.5.7) ^,_(y_a)'|,-(-a)'|54-(?4-^'+7-a)^7 = o, 

(1.3.5.8) ^,sin(a~P')7rH-(;3)i].,sin(j3 4-(3'-y)7: 

-h ij^s sin ;3'7r — ( ? ^- (3' — y )^8 sin ^tt = o, 

(1,3,5,10) ^,sin((3-4-^'-~a)7r-^3sinO-h;3'-y)7r 

— ^5 sin( (3 -f- (3')7r — (— a) ^,0 sinjâTi = o, 

(1,3,6,7) i]>i sinaTT — ij/jsinyT: 4- (— |3'— y)'|6sin(37: H- (j3 H- y )v|;7 sin^'7i = o. 

(1.3.6.9) ^,sina7^^-(-[3')^,sin(.3'-y)7^-^(-(3'-y)^eSinp7r 

-(y~?')+9sin(3'7r = o, 

(1.3.6. 10) ^i sinaTT — ^z sinyr 4- (— y)'|6sin(^ -+- P')7r — (— a)^,oSin(3'7r = o, 

(1,3, 7, 8) ^i sinaTT -h (;3)'|, sin (? - y)TT -+- (^ 4- y )^7 sinjâ'Tr 

— (? — y)+8sin;37T = o, 

(1,3, 7 10) tj/, sinaTT — t];, sinyTT 4- (y)'|-sin(;3 4- (3')tt 

4- (— a — ^ — P')^io sin jâTT = o, 

(1,3,8,9) (;3'-(3)'|,sinaTT4-'^3sin(;3 4-^'-y)TT 

-(^'-7)+8SinpTT-(y-P)^,sin;3'7r=:o, 

(1, 3, 8, 10) i]>i SinaTT 4- (;3 4- ;3')+i sin(^ 4- P'— y )tt 

- (? 4- ;3'- y )v|;, sin(P 4- ;3')7r - (- «)^,o sin^'ir = o, 

( 1, 3, 9, 10) ^i SinaTT -h (- (3 - ^')+3 sin^ 4- (3'- y )tt 

- (y -|3 - (3')^,sinO 4- ;3')TT4- (- a - p - (3')q;,oSin(Î7rz=o, 

(l,i^,5,6) vj;,sin(y-a)TT4-(;3')'^,sin(;3'-y)TT 

-(.5'-y)'|5sin;3'TT-(-y)i^esin(j3 4-P'-y)7r = o, 

(l,/t,5,7) ^,sin(y-a)T:-(y-(3)'|,sin3TT4-(-(3)^5Sin(|3-y)TT 

-(y)4^7sin(p4-P'--y)Tr = o, 

(1,^>,6, 7) v}^, sin(y — a)TT— ^4 sinyTT — (— (3' — y )^« sin(j3 — y)Tr 

— (P)^7Sin(3'7r = o, 
(1,4,6,9) v|;jsin(y-a-(3')TT4-^,sin(i3'-y)TT 

- (— ?'— y )4'6 sin(P 4- (3'— y )7r 4- v^t sinP'Tr = o, 

( 1,4, 6, 10) v|/, sin(y — a)TT — 4^4 sinyTT — (— y )4^6 sin((3 4- ^' — y)7r 

-*-(—« — 7)4^10 sinP'TT = o, 

(1.4.7.9) vj;, sin(a-(3)7T4-ij/4sin(3TT4-(i3)^7sin((3 4-P'— y)7r 

4- vp,sin(p — y)7r=o, 

(1,4,7, 10) ^^iSin(y — a)TT — vl^iSinyTT — (y)t]^7Sin(P4-(3'— y)Tr 

4- (_ a _(3 _ p'),};,^ sin(y - (3)7r = o, 

(1,4,8) ^,-(a)^;4~(«-y)4's=o, 

(1.4.9.10) («)4;j-4;,-(y)^j.,+ ((3'_«)^,o=o, 
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1.5.6.7) v|;, sin(y — (x)t: — ^sSinyTi — (— ^')^|>6 sin^Ti 

— ( (3 -+- y ) vj> 7 s i n ( ;3 ' - y ) t: = o , 

1,5,0,8) v|;^sin(a-(3')7r-+-+5sinl3'7r-h(— {3)i]^6sin((3H-(3'— y)7r 

H-'|8sin(;3'— y)7r = o, 

1,5, 6, 10) ij/j sin(y — a)7r — ^j^ssiny^— - (— y)vj;8 sin((3 -4- (3'— y)7r 

— (--a)^ioSin(y — (3')7r = o, 

1.5.7.8) ^isin(y — a — (3)7r-4-v);5sinO — y)7r 

— ((3 -4- y)^7 sin(P -h (3'— y)7r -h ^^ sin^n = o, 

1,5, 7, 10) ^i sin(y — «)?: — '^5 sinyii — (y)d»7 sin((3 -H (3'— y);: 

— (y — « — P — i^')+io sini^^ == o» 
1,5,8,10) (~a)^,-v|;5-(_y)^._(-a_j3')^,e=o, 

1,5,9) ^l'i — (— a)+5— (y — a)^9 = o, 

1.6.7.8) ^iSinaTC-h(— (3')^Jy6sin(P — y)7r-f- (|3 -h y)^Jy7 sinjS'Ti — ^j^j siiiyrr = 0, 

1.6.7.9) ^iSina7rH-(— ^'— y)tj/6sinj37r-h((3)t]^7srn((3'— y)7r — v^9siny7r=:o, 

1.6.8.9) (j3')^,sina7r-4-(-;3')^6sin((3-+-^'-y)7r-+-^ssin(P'-y)7r 

— (y)ij;9sin[3'7r = o, 

1.6.8. 10) 4^1 sinaTT-h ij/6sin((3 -+• ^' — y)i: — ^i^ïnyï: — (— a)4'ioSin[3'7r = o, 

1,6,9, 10) (y)^i siiîa7H-(— y)^|^«sin((3-h(3'— y)7r — (y)^9siny7r 

+ (— a )4/,o sin ( y — (3' )7r = o, 

i,7,8,9) (-•{3)^iSina;r4-0)+7sin((3-+-(3'— y)7r 

— (— y ) ^8 sin ^TT -h vj^s sin ( |3 — y ) 71 = o, 

1, 7, 8, 10) (— y)^i sinaTT H- (y)^7 sin( j3 -1- (3'— y )7r — (— y)4^8 sinyTT 

__ (_ a _ (3 __ (3' ) ^^^ sin ( y - (3 ) 71 = 0, 

1,7,9, 10) ij/, sinaTC-i-^7 sin(J3 H- P'— y)7r — ^9 sinyii 

-4- (— a — (3 — (3')+io sin(37r = o, 

1, 8, 9, 10) 2IIJ/1 sinaTT -h (— y)^8— (y)^9-+- (— « — (3')^|'io== o, 

2, 3, 4, 5) (13'- (3)^, sin((3 4- j3'— a)7r-i- ij/, sin(y - «);:-(« — (3)^J^4 sin(37r 

— (j3'— a)^5sin(3'7r = o, 

2,3,4,7) (— (3)4^, sii}((3 — a)7r-+-^3sin(y — «)7: — (a — (3)^{/iSinj37r 

— ((3 -+-y — a)ij^7 sin[3'7r == o, 

2, 3, 4, 8) (- (3)^,-+- (P - y)+3- (- P)4>;- (P - y)+8= o, 

2, 3, 4, 9) (- (3)iJ;, sin(P - «):: -h (- (3')ij^, sin(y - a - (3');: 

-— (a — (3)vJ^4 sin(37: 4- (y — a — [3')ij;9sin(3'7r :=:i o, 

(2, 3, i^, 10) +, sin(P -^ P'- a)7r 4- ((3 - P')^., sin(y - «)7r 

- [((3 — PO sin«7r-+- sin((3 -h (3'- oc)t:]^, 

(P-(3'-2a)v};,osin(3'7r=:c), 
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(2,3,5,6) (;3')'|,sin(;3'-a)7:-4-'4/3sin(-/-a)7:-(|3'-a)^,sîn?'7r 

— (a — ^'—y)^t sin;37r — o, 

(-2,3,5,8) (;3')i|.,sin(;3'-a)7: + (P)^,sin(y-a-|3)7r 

— (^'— a)v);, sin3'7r-4- (a 4- (3 — y)^gsinp7r = o, 

(•2,3,5,9) (;â')^,H-(y-?')v|;3-(;3')^5-('/-;3')+, = o, 

(2, 3, 5, 10) ^, sin((3 4- ;3'- a) t: i- (? - |3')'];, sin(-/ - a);: 

-[(P-;3')sina7:-hsin(i3 4-3'-a)7r]vj;5— (— 23')+ioSinp7r= o, 

(•2, 3,0,7) v|;jsin3C7: -+- •>}^jsin(a — y)7H- (a — ^'— y)^eSinj37r 

(-2, 3, 0, 9) vj^jSinaTT -h (- ^')^, sin(a -f- ^'- y)7r -+- (a - (3'- y)^^ sin;37r 

— (y — a — P')vj;, sin(3'7r = 0, 

(2,3,0,10) ^, sinaTT H- ^3 sin(a — y);: 

+ (-7)[(?-?')sina7r-hsin04-(3'-a)7r]^6-(— 2a)i]>,osini3'7r=o, 

(2, 3, 7, 8) ^t sinaTT -+- (P)^j^3 sin(a -f- ? — y)7r -f- (? -f- y — a)4'7 sinP'Tr 

— (a -h (3 — y)^8 sin(37r = o, 

(2,3,7,10) v|;, sinaTT -h ^,sin(a — y)7r 

-*-(y)[(P — (3')sina7r4-sin(^-h^'— a)7r]vj;7 

-h(~;3-P')Ksin(37r^o, 

(2.3.8.9) ij;,sina7r + ((3-;3')v|;3sin(a4-^-h^'— y)7r 

— (a -+- ;3 — y)'%sin(37: — (y — a — |3')iJ;9 sinjS'îr = 0, 

(2.3.8.10) («-;3)tj;,sina7:4-[(a-f-3 - y) sinaTi -h ((3') sin((3 -+- p'— y)7i]i^, 

-(-*/)[(!5^-?')sin;3'7:H-(2a)sin(37r]v|;8-(-a — (3)i};,oSini3'7r=:o, 

(2,3,9,10) (3'_a)r],,sina7r-i-[(y — a-(3')sina7r-+-(— ^)sin(|3-i-p'— y)7r]^, 

-("/)[(- (3 -P')sin(37:-+-(- 2a) siiiP'TrJvj;, 

H-(— a — (3 — 2;3')v);iosin(37r==o, 

(2, V,5,8) ^J,,sin((3-4-;3'-y)7r-(a-(3')i].4sin(a-h(3-y)7r 

- (? - y )^5 sin^'TT 4- (a H- (3 - P'- y)v^s sin(y - a)7r = o, 

(2, 4, 5, 9) +, sin(|3 4- i3'- y)7r - (y - ^')^, sin(37r 

— ((3 — a)4/5sin(a4-;3'— y)7r-h(y H-(3 — (3' — a)4»9sin(y — a)7r=o, 

(2,.V,0) ^,_^j,,4-(;3-^'-y)^6=o, 

(2, .V, 7, 8) (- ;3)'|, sin (;3 - y)7r - (a - (3)^^ sin(a 4- ^ - y)7i 

— ((3)v];7sin(3'7:-h(a — y)^8sin{y — «)7r = o, 

(2, V,7,9) (-j3)^,sin(i3-a)7:-(a-(3)^,sin(3;r 

-h (P)^Jy7sin(y — a — P')7r-h4'9sin(y — a)7r = o, 

(2,.V,7,10) ^,-^j.,-i-((3-|3'-+-y)^7-+-(-a-^')+,o=o, 

(2,^^,8,9) ^,sinO-h^'-y)7r-(a)^,sin(a-f-(3-f-(3'-y)7r 

-4- (a 4- ,3 — y)^J^8sin(y — a — (3')7r-f- (j3)iJ;9SinP'7r = 0, 
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2,4,8,10) (-a)^,sin((3 + (3'-y)7r 

- [(- «) sin(P -f- P'- y)7r -f- ((3 — (3'- y) sina7r]v|;4 
-((3-(3'-y)^,sin(a-y)7r-+-((3-(3'-y-2a)ij>,oSin^'7r=ro, 

2,4,9,10) vp,sin((3-h(3'-y)7r-4-[((3-a)sin(y-a-^')7r-(y-P')sin(37r]^4 

-f- (y — a -+- (3 — P' ) ^J^9 sin ( y — a)7r 
-((3-(3'-2«)^,oSin(y-a-P')îr = o, 

2, 5, 6, 8) {^')^t sin(P'- a)7i - ((3'- a)ij;, sin(3'7r 

-»- (— (3')^6sin(y — a — P)7H-vj;8Sin(y — a)7ri=o, 

2,5,6,9) ((3')^,sin(P'-y)7r-((3'-a)^,sin(a + P'-y)7r 

— (— P')+6 sin(37r -h (y — a)v^9 sin(y — «);: = o, 

2, 5, 6, 10) v);,_ ^,4- ((3 - p'_ y)v);,- (_ a - ;3')^,o = o, 

2, 5,7) v|;,_ ^,-^ ((3 - (3'-^ y)^, = o, 

2.5.8.9) ^,sin((3H-(3'-y)7r-(-a)^5sin(a-+-(3-h(3'-y)7r 

H- ( — P' ) +8 sin (371 -+- ( y — a — (3' ) ^9 sin ( y — a — p ) TT = o, 

2.5.8.10) v|;,sin((3-h(3'-y)7r 

-[(a-P')sin(a + (3-y)7r + (P-y)sin(3'7r]^};5 

-f-(a4-(3 — (3' — y)^8Sin(y — «)7r-»-(— 2p')^,oS>n(y — a — ?)7r=o, 

2,5,9,10) (a)^,sin((3-h(3'-y)7r 

- [(a) sin((3 -h p' - y)7r -h ({3 - (3' 4- y) sina7r]^5 

- (P — (3'H-y)4'9sin(a — y)7r — (— 2a H-y — 2;3')4'ioSinp7r = 0, 

2. 6. 7. 8) ^, sinaTT -h (— (3') vj^e sin (a 4- (3 — y ) tu 

-f- (y — a-+-P)^7Sin(3'7r 4-^J;8sin(a — y)7r — o, 

2. 6. 7. 9) ^j;, sinaTT -h (a — (3' — y) ^J^e sin(37r 4- ((3) 1^7 sin(a 4- (3' — y) tu 

-hij^9Sin(a — y)7r = o, 

2, 6, 8, 9) ((3')^, SinaTT 4- (- P') ^, sin(a + (3 -+- (3' - y )tt 

4- 4'8 sin (a 4- (3' — y ) TT — (y — a) ^9 sin (3'7T = o, 

2, 6, 8, 10) ^i SinaTT 4- [(^ — P' — y) sinaTT 4- (— a) sin ((3 4- (3' - y)TT] q>6 

4-4'8sin(a — y)TT — (— 2a)vj;ioSin(3'TT = o, 

2. 6. 9. 10) (y)^t sirîaTT -h [(a — y) sin((3 4- (3' — y)TT 4- (P — (3') sinaTTj^J^e 

4-(y)4'9sin(a — y)TT— (— a)ij^,o sin(a 4- (3' — y)Tr = 0, 

2.7.8.9) (-(3)vj;,sinaTT4-((3)iJ^7Sin(a4-(3 4-(3'- y)TT 

— ( a — y ) 4'8 sin (3tt 4- 4*9 sin ( a 4- (3 — y ) TT = o, 

2. 7. 8. 10) (- y) ^, SinaTT 4- [(y - a) sin (^ 4- P' - y)TT 4- ( (3 - (3' ) sinaTT] ^7 

-^- (— y ) +8 sin ( a — y ) TT — ( — a — (3 — [3' ) ^,0 sin ( a 4- P — y ) TT = o, 

2, 7, 9, 10) vp, SinaTT 4- [((3 - (3' 4- y) sinaTT 4- (a) sin((3 4- (3' - y )tt]+7 

4- 4^9 sin ( a — y ) TT 4- (— 2 a — (3 — (3' ) ^,0 sin (3tt = o, 

f ac. rfc r. — VII. F. ï 3 
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^2, 8, î>, 10) 2r|jsina7:sini 3 -t- ^' — y)7r 

— [(a -y)siii((3-4-(3' — y)7r4 (^ — ^') sina7r]v^, 

- [(y - «) siii(|3 4- p-y)7r-h ((3 - j3')sina7r]vj;, 

-4- (« — ^') vj;,o sinia -h p -+- P' — y )7r = o, 

(3, V,5,6) ^jSin(y - 3t)7r-+ (■3')^*sin(^'— a)7r — r^' — «)vj;,sinP'7r 

(3,4,5,7) v};,sin(y-a)7:-(a-?)vj;,sin(37:-+-v-?)^8sin(P~a)7r 

- (y) vj;^ sin O -+- P'— «) TU = o, 

^3, i, 5, 8) +, siiuy - ^ — ;â' ) t: -h (a - ^) ^^ sin(^' — a)7r 

— (— r^) ^5 sin^'TT -h (a — y) «l, sin^ -t- ^' — a)7r — o, 

(3,i,5,9) ^,sin(y ^ - ^')7: - (^')^, sin;37: -+- (13' - a)^,sinO - a)7r 

-t-(y — a)^{;, sinO-f-^' — a)7r — o, 

( 3, 4, 6, 7 ) ^i sin ( y -- 3t ) tt — ^^ siii a;: 4- i — J3' — y ) ij/, sin i a — ^ ) tt 

— (?-+- y — a)^7Sin3'7r- o, 
(^3, i, 6, 9) 'liSiiiiy — a — ;3')7: - ( ;3')i{/4 siiiaTr 

- ( — y)'|'«siii(i3 — a)7r-f- (y — a)vj;f sinjî'Tr — o, 

(3, i, 6, 10) ^iSiiu y — x)T. — vj/^siiia:: — t — y )^{;« sin(^ -+- ^' — «)7C 

( 3, i, 7, 8 ) ^, siiu y — ^ ) t: — I a — p ) '^^ sin a- 

— (y)'|Tsin;3'7:-r-(a — y)4/gsin(;3 — a)7r = o, 

i3, V, 7, 10) ^jsiiir/ — a )7: — ij/^ siiia:: — (y )v{/t sin( |3-i- ^' — a)7r 

-+- J — a — 3 — ^' )iJ/,o sin(a — 3 )7r = o, 

(3, 4, 8, 9) vj/isiiHy -- ^ -- fi' )r, — {x -h ^' — p)|4sina7: 

— ^a -r- .3' -y lissin^a — ;3)7:-i-(y — 3)4/,sinj3'7r = o, 

1 3, V, 8, 10 ) Ij siii \ 3 -*- 3' — y ) r -r- ^ a — 3 — 3' ) sin a;: 

- V a - y 1 'I, sin ^ 3 -T- ;3' — 3t ) t: — ( — 3t — 3 ~ 3' ) ij/,^ sin ;3'7r ~ o, 

^3, 4,9, 10) ^jsini,,3 h- ^'— y • t:-^ (,3 -r- ^'— a ji^sinar 

- « y — 3t^-^, sinv3 — 3' — a^r -f- 1 — 2a)i{/,^sinO — a)7r^o, 

i3, 5, G, 7 » i}/, sin^y — 3t)r — vj/jsinjc-— . a — ^' — y )"^4sin;37: 

-^(.^-+-*/)T'7sin{a — 3')7r— o, 

i3,5,6,9) ^{/isin.y -3 ):: — • 3— a) ,{/jSina;: — t — y)^, sin|,3Tr 

-^-r/ — aV|,sin(?'— a)i:— o, 

v3, 5, 6, 10) 6, sin' y — jt >r -- yj sin a:: — i — y » -^^ sini 3 — ^3' — a)r 

— I — aï-|,,sinv« — P')i: = o, 

■3,5,7,8' vLjSint y -- x — l)z — — 3 »i5Sina- — i y )-^7sin(^' — x)n 

-i- 1 a — y ) ij/g sinjSic i- o, 

t 3, 5,7, 10 ' Il 5î^"Uy — ^ '~ -- •i'ssinar — \y »i»7 sin^jâ -r- j3'— a)7: 

— . — 13 — .3')4^uSinj5i: = o, 
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(4,7,9,10) v^4sina7r-+-(a)i^7Sin(P-4-(3' — y)7i 

-h^9sin(a — y)7r4-(— « — P — P') iJ;ioSin(P--a)7r=:o, 

4,8,9,10) 2/v|;4sin«7r-h(a — y)4^8 — (y — a)ij/9-+-(— 2« — j3')vj;,o— o, 

5.6.7.8) ^,sina7r-h(— P')4/8sin(a-i-(3 — y)7r 

-h((3 H-y)^7sin((3' — a)Tr H-ij/8sin(a — y)7r = o, 

5.6.7.9) vJ'sSinaTr-h (a — (3' — y ) ^j sin (3;: 

-I- ( a -h ;3 ) v];, sin ( P' — y ) 7: -h 4*9 sin ( a — y ) TT — o, 

5,6,8,9) ((3')vj;,sina7r-+-(a-(3')46sin((3-4-(3'-y)7r 

4-(a)î]^8Sin((3' — y)7r-h (y)4», sin(a — P')7r = o, 

5, 6, 8, 10) ^5 sinaTT -^ (- a)^^ sin((3 4- (3' - y)7r 

^-v^ssinCa — y)7r — (— a)^]^,oSin(P' — a)7r = o, 

5,6, 910) (y)4,5sin«7r-t-(a-y)i|;eSin((3-+-P'-y)7r 

-h(y)49sin(« — y)7r — tJ;,oSin((3' — y)7r = o, 

5.7.8.9) (-(3)v|;5sina7r-+-(a-f-p)v};7sin(P-+-(â'-y)7r 

— (a — y)^|^8sinj37r-i- v{^9sin(a H- (3 — y)7r — o, 

5, 7, 8, 10) (- y)45 SinaTT -+- (y - «)47 sin ((3 4- (3' - y)7r 

H-(— y)4^8sin(a — y)7r-h(— « — (3 — (3')ij>,oSin(a-+-p — y)7r~o, 

5.7.9. 10) v^jSinaTi-h (a)4'7sin((3 -h (3' — y ) t: -h vj/j sin ( « — y)7r 

5,8,9,10) 2iv|;5sina7:-+-(« — y)v^8— (y — a)49-H(— p')^,o = o, 

6.7.8.9) (_(3-(3')4e-((3-^(3')47-+-48-v^9 = o, 
6,7,10) (_y)^j.,-(y)4,-(-a-P)4,o=^o, 

6.8.9.10) 2i4esin((3-f- (3' -y)7r-(y)48 + (7)^1^9 -(P'-«)+io = o, 
7,8,9,10) 2/47sin((3 4-(3'-y)7r -(-y)48 + (-y)+.-(-a-2(3-P')4,o = o. 

Remarque. — A chaque formule de ce Tableau en correspond une autre 
du même Tableau, que Ton peut déduire de la première par les règles sui- 
vantes : 

1° Dans les coefficients de ^<, 4*2? 'Is? ^o ^s? ^oj ^7> ^s? ^9 on change i 
en — icn laissant a, p, [3', y invariables, puis on permute [3 et P', ^^ et ^5, 
'le et ^7, 'IsCt^^g; 

2® On multiplie le coefficient de vp,^ par — (2a 4- P H- P'), puis on 
change i en — /, en laissant a, p, P', y invariables; puis enfin on permute 
[3 et [3'. 

( — a — [3) devient par exemple — (— a — [3) ; ( — a — P') devient 
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(— a — p — P') devient — (— a), lequel devient n- (— a — ^ — P'), 
Certaines formules se correspondent à elles-mêmes. 

Tableau VI (voir p. 72). 

Remarque 1, — Les formules de ce Tableau, qui ne contiennent ni ^g, 
ni ^p7, ni ^,0) sont les mêmes que dans le Tableau V. 

Remarque IL — Dans les formules qui contiennent ^e? ou 4*7? ou ^g 
et ^7, sans contenir ^,o> îl suffira d'ajouter 2^' à la quantité entre paren- 
thèses dans le coefficient de 'j'»» et de retrancher 2^ à la quantité entre pa- 
renthèses dans le coefficient de ^7. Gela tient à ce que le point - passe de 
la partie inférieure du plan dans la partie supérieure. 

Exemple, — La relation 

du Tableau V devient dans le Tableau VI 

v^i— («)+î— (a — y)+s— 2«"(a -H (3'— y)^6 sin(37ri= o. 

Cela posé, voici les relations du Tableau VI : 

( 1, 2, 3, k)y ( 1, 2, 3, 5) {voir le Tableau V), 

(1,2,3,6), (1,2,3,7) (»), 

(1, 2, 3, 8), ( 1, 2, 3, 9) {voir le Tableau V), 

(1, 2, 3, 10) ^, sin(;3 -+- ^')tz - [((3'- a) sin^Tr H- (a - P) sin(3'7r]4/, 

— [(y — « — (3') sin(37r -+- (« H- (3 — y) sin(3'7r]4/3 

— 2i((3')^]^,oSin(37rsin|3'7r:^ o, 

(1.2.4.5) (votr le Tableau V), (l,2,ii^,7) (>), (1,2,4,9) (i;o/r le Tableau V), 

(1,2,4,10) ^,sin(y-a)7r4-(i3'-(3)+,sinO-^P'-y)7r 

— [(y - (3) sinlSîT -^ (2a -4- (3'- y) sin^'Tu]'!, 

4- («-+- 2(3'— y)tj/,oSin(3'7r=:o, 

(1.2.5.6) («), (1,2,5,8) (uoiV le Tableau V), 

(1,2,5,10) (p-j3')^,sin(y-a)7r + +,sin(;3-f-(3'-y)7r 

— (— a)[(y — « — (3')si^j37^-f-(a-^(3 — y)sin(3'7r]^5— (7— a)+io==o, 

(*) Foir la remarque II, p. 101. 
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(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (»), 

(1,2,6,10) i-^')^iSÏn(y-(x)n 

— [(a — (3')sin(y — «)?: -h (a -f- (3'— y) sinaTu]^, 

— [sinj37r-f-(2a-4-(3-+-(3' — 2y)sin(3'7r]v);eH-(«-h;3' — y)^,oSinP'7r = o, 

1,2,7,8), (1,2,7,9) (•), 

1,2,7,10) (-(3)4.,sin(y-a) 

— [((3 — a)sin(y — (x)i: -h (y — « — P)sina7r]^, 
-4-[sinP'7r-4-(2y- 2a--(3 — P')sin(3TC]^7 — (y — « — PO+ioSÎnP'TT — o, 

1.2.8.9) ( uo/r le Tableau V), 

1. 2. 8. 10) ^i sin(a -4- (3 -+- (3' - y )tc — v^, sin(^ -+- (3'— y )7r 

— [(— Î3')sinj37r4- (2a — 2y-^ (3) sin(3'7r]vps 

— ( a -4- (3 -+- 3' — y )vJ^io sin P'ti — o, 

1,2,9,10) v);, sin(a-+-p-4-(3'— y)7r — ^,sin(p-h(3'— y)7r 

— [((3)sin(3'7r-4- (2y — 2a — ^') sinp7r]4'9-H (y — a)vj;ioSinp7r = o, 

1,3,4.,5) (uo/V le Tableau V), ( 1, 3, 4,6), ( 1,3, 4,7) (M, 
1 , 3, 4, 9 ) ( voir le Tableau V ), 

1, 3, 4, 10) +1 sin((3 -^ (3'- a)7r — ^3 sin((3 -h p'— y)7i 

— [(2a — (3)sin3'7r-4-((3')sin(37r]4;4-+-(a-h(3'— (3)+ioSinP'7r^o, 

1,3,5,6),(1, 3,5,7) (»), (1,3,5,8) (i;o«> le Tableau V), 

1, 3, 5, 10) 4/, sin(? -h P'- a)7r - 4^3 sin((3 + (3'- y)7r 

— [(— (3)sin;3'7r-H(P'— 2a)sinp7r]^];6— (î^P'— a)4^ioSin(37rr=o, 

1,3,6,7), (1,3,6,9) ('), 

1,3,6,10) vj^iSinaTT — [(a — y)sina7:-+- (a— 2(3') sin(y — a)7r]^, 

-I- [(2a — ^ — y ) sin(3'7: -h ((3'— y) sin(37r]4;«— (a)ij/|o sin^'ir = 0, 

1,3,7,8) (»), 

1,3,7, 10) ^iSinaTT — [(y — a)sina7r-+- (2^ — a) sin(y — a)7r]^, 

-h[(y-2a-4-(3')sin{37r-+-(y — P)sin(3'7r]^7-^((3-^(3' — a)+,oSin(37r=:o, 

1 , 3, 8, 9 ) ( voir le Tableau V ), 

1, 3, 8, 10) •+, sinar -t- (? - P')'|, sin(;3 -+- (3'- y)7r 

-T;( (3 - - y) sin(37r + (2a - P'- y) sin(3'7r]q;.- (a)q;io sin(3'7r 3z o, 

1, 3, 9, 10) ^, sinaTU -f- ((3 - (3')^3Sin((3 h- (3'- y)7r 

— [(y--(3')sinj3'7r-+-(y-f-(3- 2a) sin(37r]4^, 

-I- ( p -4- (3'— a)^io sin^Tr =: o, 

1,4,5,6), (1,4,5,7), (1,4, 6, 7) (1,4, 6, 9) (M, 



(') loir la remarque II, p. loi. 
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(1,4,6,10) (-a-j3')^,sin(y-a)7: 

-4- [^— (3')sin(a — y)TC — (P'— y) sinaTiJ^J^* 

- ((3'- a - y)^e sin(P -^ (3'- y )7r -+- ((3'- y)^,o sinj3'7r = o, 
1,^,7,9) ('), 

1,4, 7, 10) ((3 — a)^i sin(y — a)7r-+- [(a)sin(;3— y)7r — (y— (x)sïn^n]^,, 

-(y-a-(3)^7Sin(PH-p'-y)-((3')q.,oSin((3-y)7r=:^o, 

1, 4, 8 ) ( voir le Tableau V ), 

1, 4, 9, 10) +,-(«)+*- (y - a)+9H- (P')K^== o, 

1,5,6,7), (!, 5,6,8) (M, 

1,5,6,10) (a--P')^,sin(y-a)7r 

-4- [(— a ) sin ( (3' — y ) TT — ( « — y ) sin ^' TU ] ^J^j 

, -(a-4-(3'-y)4.eSin(p-4-(3'-y)7r-h((3'jtJ;,,sin((3'-y)7r-o, 

1,5,7,8; (M, 

1,5,7,10) (a-f-P)4;iSin(y — a)7r-+- [((3)sin(a — y)7r — (y — (3)sina7r]^5 

-(y-a-(3)v|;,sin(P-4-(3'-y)7r-((3'-hy)q;,oSin(37r-o, 

1, 5, 8, 10) q^i- (- a)^,- (« - y )q;8- (j3')4/»o^ o, 

1,5,9) (vo/r le Tableau V), (1,6,7,8), (1,6,7,9) (»), 

1,6,7,10) 2/^j sina7rsin(y — a)7r 

[((3 H- (3'- y) sin(y - a)7: -+- ((3'- (3) sina7r]ij;« 
[(y-(3~P')sin(y-a)7r-h(|3'-(3)sina7r]v|;7-(^')q.,oSiny7r--T.o, 

1.6.8.9) (M, 

1. 6. 8. 10 ) 4/1 sin «TT -f- 4^6 sin ( (3 -h (3' — y )7r 

— [(a — 2(3') sin(y — a)7r -h (a — y ) sinaTr]^^»— (a)t];,o sin(3'7r := o, 

1,6,9,10) ij/i sin «TU -4- 4^5 sin ((3-+- (3'— y) 71 

— [(ay — « — 2(3') sinCy — a)n -^ {y — <x) shï(xn]^9 

-+- (y — a)4^,o sin(y — (3')7r — o, 

1.7.8.9) (»), 

1.7.8.10) 4/jSina7r-f-4/7sin((3-i-[3'— y)7r 

— [(«-+-2(3 — 2y)sin(y — a)7r-^(a — y) sin «tt] 4*8 

- (a H- P 4- (3'- y)4^,o sin(y — P)7r = o, 

1,7,9,10) 4^, sin«7r-hv|;7sin(P-hP'— y)7r 

— [(2(3 — «)sin(y — a)7r-4- (y — a)sin«7r]4'9 

-+- ( (3 -I- (3' — a ) 4/,o sin (371 -r o, 

2,3,4,5) (voir le Tableau V), (2,3,4,7) (M, 
2, 3, 4, 8), (2, 3, 4, 9) (voir le Tableau V), 



(*) Voir la remarque il, p. loi. 
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(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (»), 

ri, 2, 6, 10) (-(3')q.,sin(y-a)7r 

— [(« — P')sin(y — a)7r-f-(a-h(3'— y)sina7r]^, 

— [sinp7r-l-(aa-+-PH-(3'— 2y)sin(3'7r]iJ;«-h(a-h;3' -y)+,oSin(3'7r _: o, 

(1,2,7,8), (1,2,7,9) (»), 

(1,2,7,10) (~(3)v|;,sin(y-a) 

— [(P — a)sin(y — a)7r-H (y — a — P) sina7r]vj;, 
-h[sin(3'7rH-(2y- -2a--(3 — P'jsinp7r]v)>7 — (y — a — (3')4'ioSin(3'7r "O, 

(1,2,8,9) ( uo/r le Tableau V), 

( 1, 2, 8, 10) ^, sin(« -4- P -+- (3' - - y)7r — vj;, sin(3 h- (3' — y )7r 

— [( - |3') sin^TT -h ( 2a — 2y H- (3) sinP'TrJ^g 

- (« H- (3 -4- (3'- y )+,o sin(3'7r -^ o, 

( 1, 2, 9, 10) ^l^t sin(a -f- p H- (3'- y)7r — ^z, sin({3 -h (3'~ y)7r 

— [((3)sin(3'iT ~h (2y — 2a- 3') sin{37r]^9H- (y — a)^ioSin(37r = 0, 

( 1, 3, 4, 5 ) ( voir le Tableau V ), ( 1, 3, 4, 6 ), ( 1, 3, 4, 7) ( ' ), 

(1.3.4.9) ( uoiV le Tableau V), 

( 1, 3, 4, 10) +, sin( p 4- P'- a)7r - ij;, sin( (3 H- (3'- y)7r 

-[(2a-P)sin(3'7r-h((3')sinp7r]^J/4-4-(a-4-(3'-(3)^J;,oSinj3'7r — o, 

( 1, 3, 5, 6), (1, 3, 5, 7 ) ( ' ), ( 1, 3, 5, 8) {voir le Tableau V ), 

( 1, 3, 5, 10) ^t sin(? -h (3'- a)7r - - ^^ sin(i3 -+- (3'- y )7r 

— [(— (3)sin(3'7r-h((3'— 2a)sinp7r]+5— (^P'— a)+ioSin(37rrr=o, 

(1,3,6,7), (1,3,6,9) ('), 

( 1, 3, 6, 10) 4^1 sinaTu — [(a — y ) slnaTr -+- (a — 2(3') sin(y — a)7r]^, 

-4- [( 2 a — (3 — y ) sin P'tt -h ( (3' — y ) sin Ptt ] ^6 -- ( a ) +10 sin P'tt := o, 

(1.3.7.8) ('), 

(1.3.7. 10) 4^, sinaTT— [(y — a)sina7r h- (2(3 — a)sin(y — a)7r]^J^3 

-h[(y-2a-4-(3')sinp7r-}-(y-P)sinj3'7r]v|;7 4-(|3-4-(3'--a)iJ;,oSinp7r-o, 

(1.3.8.9) (voirie Tableau V), 

( 1, 3, 8, 10; ^i sinaTT -h ((3 - (3')4/iSin(P -+- (3'~ y)7r 

-\i?-- y) sin(37r -h (2a - P'-- y ) sin;3'7r]4;.- {(x)^\,^, sin(3'7r ^ o, 

( 1, 3, 9, 10) +, SinaTT -4- ((3 - (3')^, sin((3 -h (3'- y)7r 

— [(y — 13')sin(3'7r-f-(y-+-(3- 2a)sînp7r]^, 

-h(^-t-(3'-a)q;,o8in(37r — o, 
(1,4,5,6), (1,^5,7), (1,4, 6,7) (1,4,6,9) ('), 



(>) Totr la remarque II, p. loi. 
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3, fi, 0, 10) i),,sinain-ij,.siii(a + ;3H-P' — y)]! 

— (ay — 2a-a3')4<,sin(y-a)iT+(7 — Dt)4'„sin(-/-3(-^')7:3^.', 

. 2.7,8,9) ('), 
■i.7,8, 10) it-iSmaTt-H-j^îSmCa + p + P'— 7)71 

— (a«-Ha(3 — 27)'f,sin()' — a)ï: 

-(«-■/H- ? + ?')+,. sin(7-»-?)7:.-=„, 

(-i,7,9, 10) 4',sillaTT + +,sin(« + ? + P'-y)it 

-(j(3)'{.,sm(,-a)c + (? + ?')4.,.«lnJi: = o, 

i:), 4,5,6), (3, 4,5,7) ('), (3, 4,5,8), (3, i, 5, 9) (uo.;- lo Tableau V), 

(3,4,6,7), (3,4,0,9) ('), 

(3,4,6,10) {— ?')4',sin(-/-a)ir — (ISO^-iSinart 

- (^'-VJ+.siiO + ?'-») + (?')+.. sm3'7!-<i, 

(3.4.7.8) ('), 

(3,4,7.10) (P~a)ij,,sin(7 — a)n — (a — ;3)^iSiii3fT: 

-(y-»-?)t7»in(? + ?'-»)ii+(i5')+,.sln(»-?)!; = o, 

(3.4.8.9) (votr le Tableau V), 

(8.4.8.10) 0-?')+,8in(3 + ?'-y).i + (=.)<., siUOT 

-(. -y + ?-?')'!'. sin(? + ?'-»)n-(»)+,.si"?'': = ». 
(3,4,9,10) (P — P')+.slnO + p'-y)ii + (sr)'|/.sin;m 

-(y-a + ?-3')+,8ill(|3 + 3'-s.)7t-0 + ?')<!,„ 5in(»-?)n = o, 

(3,5,6,7), (3,5,0,9) ('), 

(3,5,6,10) (i-?')t.sin(y-a)lI-(?'-«)+,8iiia.i 

-(. + |3'-y)+,sin(? + P'-=<)l.-(3')').„ «"(=■-?')':-", 

(3.5.7.8) ('), 

(3,5,7,10) (|3)+,sin(y-«)7!-(-?)l..sin«ra 

-(y-P)+,sin(? + p'-«)ii-(3')<.,.sln?ii = o, 

(3. 5. 8. 9) {mirle Tableau V ), 
(3,5,8,tO)(?-?')+,siii(?-i-|3'-y)n + (-a)t,sin:r,t 

-(=.-y + |3-?')+iSiiiO + |3'-=,)in-+,.sin(«-?-)r-o, 

(3.5.9.10) (|3-?')+,8inO + p'-y)ir + (— a.)i|,,sln»ii 

-(y-a+ P-?')+,sin(P + ?'-a)li + (3 + ?•-=.)■).,. slil?i = o, 
(8,6,7,10) ïi(P-?')+,sln(y-B.)m-(«-y)+,- (y -»)+,- (?)+,.= o, 
(3,6,8) ('), 



(■) F'oiV !■ remarque II, p. loi. 

Fae.de T.- VII. F. i '| 
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(2,3, 


4, 


(2,3, 


5, 


(2,8, 


5, 


(2,3, 


6, 


(2,3, 


6. 


(2,3, 


7, 


(2,3, 


7, 


(2,3, 


8, 


(2,3, 


8, 


(2,3, 


9, 


(2,4, 


5, 


(2,4, 


7, 


(2,4, 


8, 


(2,4, 


8, 


(2,4, 


9, 


(2,5, 


6. 


(2,5, 


6, 


(2,5, 


7) 


(2,5, 


8, 


(2, 5, 


9, 


(2,6, 


7, 


(2,6, 


7, 


(2,6, 


8, 


(2,6, 


8, 



, 10) ^t sin((3 -h (3'- «)7r -+- (P - P')^, sin(y - a)7r 

,6) C), (2,3,5,8), (2,3,5,9) (voiV le Tableau V), 

,10) 4^,sin(((3H-(3'-a)7t-h(P-p')+3Sin(y-«)7r 

-(-a)vj;,sin((3-4-P')7r--^„.^ 

,7), (2,3,6,9) (»), 

,10) ij;, sinaTi — (— 2p')^^8sin(y — a)7r 

-h(a — y)+,sin((3-4-p')7r- '1, ^ 

,8) (M, 

,10) 4'îSin«7r — (a|3)4'isin(y — «)7r 

-+-(y-«)+7sin(p-h(3')7r-4-((3H- ^')v. 

,9) (vo//' le Tableau V), 

,10) vp, sinaTT -h (P — |3')vJ;, sin((X 4- p 4- P'- y)7t 

-(«4-p-l-(3'-y)v{;.sin(P-^P')7r •^, ^ 

, 10) ^i sînaTT -h (P — p')+, sin(« -+- p -i- (3'— y)7r 

- (y - a - (3 - P')+9 sin(P -+- p')7r 4- ((3 + ;3'.)'|,. ^ 

,8), (2,4,5,9) (voir le Tableau V), (2,4,6), (2, 4,7,8), ( ->, 'i 

,10) (-«)+,-(«)4/* + (y-«-(3-(3')+7-f-(P')^,o--o, 

,9) (vo/r le Tableau V), 

,10) 4^,sin(P-h(3' — y)Tr — (a)4;4sin(a-hP-f-(3'— y)7r 

-h(a — y-h (3 — (3')^j;,sin(y — a)7H-(a-4-(3-+-P'- yi'|, - 

,10) ^,sin((3-4-P' — y)7r — (a)+4Sin(a-hP-h(3' — y)7r 

-h(y — «H-(3 — P')4^9sin(y — a)7r-h((3-h(3')4^,oSin(3e-* 3 

,8), (2,5,6,9) («), 

,10) («)+,- (-a)+.-H(«^P^- (3'- y)4;,-(P')4;jp-.-o, 

(»), (2,5,8,9) (voir le Tableau V), 

,10) 4^,sin(P-+-(3'— y)7r— (— a)iJ;,sin(a-+-(3-+-(3'— y)7r 

-h(a — y-f-P — P')+8sin(y — a)7r — v^,oSin(a -4- ;3 

, 10) ^t sin(P -h (3'- y)7r - (- a)^^, sin(a -+- p h- p'_ y)7r 

+ (y — a -+- P — P')+9 sin(y — a)7r — (y — a)^j^,o sih 

,8), (2,6,7,9) (•), 

, 10) 2I+, sin aK -h (« -+- P -h (3' — y )^« — (y — a — (3 — (3') 4^7 -- ( A 

,9) (>), 

,10) 4'tSin«7r-4-4'«sin(a -h P -I- P'— y)7r 

— (— a(3')+sSin(y — a)7r — ^losi' 



O) Fo*r la remarque II, p. loi. 
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Tableau VII. 

1.2,3, M, (1,2,3,5), (1,2,3,6) (1,2,3,7), (1,2,3,8), 1,2,3,9) (voiV le Ta- 

bleau VI). 

1. 2, 3, 10) [(y — a — p) sin(3'7r-f- (a -f- (3'- y) sin(37r]^, 

- [(y - (3) sinp'TT 4- ((3'- y) sin(37r]+, 
— 4*» s^"(P "^ P')7r — 21 (y — a -h (3')4'io sin^Tu sm^'n = o, 

2,4,5), (1,2,4,7), (1,2,4,9) (voir le Tableau VI), 

2,4,10) +|Sin(y-a)7r4-(-(3 — (3')iJ;,sin((3-h(3'-y)7r 

-(y-(3-(3')4,sin((3 4-|3')7r + (y-«)+,oSin(3'7r = o, 

2,5,6), (1,2,5,8) (voir le Tableau VI), 

2, 5, 10) 4^, sin(y - a)7r + ((3 -4- P')+î sin((3 -+- (3'— y)7r 

- ((3 -+- (3'- y)+5 sin(P 4- (3')7r - (y - « + p + ^')^,, sin^Triz: o, 

2, 6, 7), (1, 2, 6, 8), ( 1, 2, 6, 9) (voir le Tableau VI), 

2,6, 10) 4'iSin(y — a)7r — 4^, sinyTr — ^6sin(P-f- ^')n-h (y — «)vp,osin(3'7r = o, 

2, 7, 8), (1, 2, 7, 9) (voir le Tableau VI), 

2,7, 10) ^isin(y — a)7r — 4'îSÎny7r — 4'7sin((3-H (3')7r 

- (y - a -h p -4- (3')+,o sin^TT = o, 

2. 8. 9) (voir le Tableau VI), 

1. 2, 8, 10 ij;i sin(y — a — p - ^')n - v|;, sin (P -+- P' — y)n 

4- ^8 sin(P 4- P')Tr 4- (y — a 4- P 4- P')iJ;,o sinp'îr = o, 

2. 9. 10) ^i siii(y — a — p — P')7r 4- 4^, sin(P 4- P'— y )7r 

4- 4», sin(P 4- P')7r — (y — «)4»io sin Ptt = o, 

1,3,4,5), (1,3,4,6), (1,3,4,7), (1,3,4,9) (voir le Tableau VI), 

1. 3, 4, 10) [(P - P' - a) sin (P 4- P'- y )7r 4- sin(y -«)7r] v^l 

-(P-P'-y)+.sin(P4.p'-y)7r 

— [(y — P') sinP'TT 4- (p — y) sin Ptt] ij;^-*- (y — «)+io sinP'Tr = o, 

3,5,6), (1,3,5,7), (1,3,5,8) (voir le Tableau VI), 

1. 3, 5, 10) [(a 4- p - P') sin(P 4- P'- y)Tr 4- sin(y - «)7r]4, 

- (y 4- p - P')^, sin(P -H P'- y)7r 

- [(P - y) sinPTT 4- (y - P') sinP'îr]^, 

— (y — « 4- P 4- P')^io sinpTT = o, 

1.3,6,7), (1,3,6,9) (voir le Tableau VI), 

3, 6, 10) 4^1 sîn«7r — ^J;, sinyTr 4- [(P'— y) sIuPt: 4- (y — p) sinP'7r)+« 

— (2y — «)4»ioSinp'7r=:o, 
(1,3,7,8) (voirie Tableau VI), 



1 

1 
1 
1 
1 
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3,6,9,10) («-y)+,-(«-y + (3'-|3)4/.-(y-«)|.+ (|3')iJ;.. = o, 
3, 7, 8, 10) (y - «)<!/,- (y - « -H- p'- P)^/,- (« - y)|.- (P')+..= o, 
3,7,9), (4,5,6,7), (4,5,6,8), (4,5, 6, 9), (4, 5, 7, 8), (4,5,7,9) ('). 
4, 5, 8, 9 ) ( voir le Tableau V ), 
4,5,10) («)tp»-(-«)<j',-(P')4'.,= o, 



4,6,7 

4. 6. 7 
4,6,8 
4,6,8 

4, 6, 9 

4. 7. 8 
4,7,8 

4,7,9 

5,6,7 
5,6,7 
5,6,8 
5,6,8 

5,6,9 

5,7,8 
5,7,8 



5,7,9 

6,7,8 
6,7,9 



8), (4,6,7,9) («), 

10) 2i<|-» 8in«7r + ((3 -f- P'- a - y)»];,- (y - a - (3 - (ÎO+t- (|3')+i.= o, 

9) (•), 

10) i|/4sinaTr-i-(— a)!. sin(p + j3'— y)Tr 

(— ap')4'«s>n(a — y)jr — |ioSin(â'jt = o, 



10) ItSinaTt-t- (— a)4'»sin(P + P'— y)ir 

-l-(ay — a« — aP')4'»sin(a — y)jt+(y — a)4'ioSin(y — « — (â')jr = o, 

9) (uoiV le Tableau V), 

10) (y — (3)'J;4 sinaTt + (y — « — (3)<|/, sin(|3 + P'- y)it 

-+- (P — y)<|/, sin(a — y )7t + dJ')-]/,, sin( j3 — y )jr = o, 

10) (a — P)4<4 sin«7r + (— P)")/, sin(P -i- P'— y )Tt 

+ (P — «)(j/, sin(a — y)7t — (P')(j/,« sin(« — P)7r = o, 

8), (5,6,7,9) ('), 

10) ai^|/, 8in«7t + (« + p -1- P'- y)»}/,- (« + y - P - p')|7- (P')'J'i»= o, 

9) ('). 

10) (P'— «)<I/,8in«TC + (P')4/,sin(P-i-P'-y)7r 

-t- (a — PO^ps sin(a — y)7t 4- (P')4'io sin(« — P')ir = o, 

10) (P'— y)"]/, sinan + («-(- P' — y)»!*. sin(P h- P'- y )jr 

+ (y-p')<|',sin(a-y)7t-(P')4'i.sin(P'-y)7t = o, 

9) ('), 

10) <]/, sinaTt 4- (a)(|/,sin(P-t-P'—y)jt 

+ (2a4- ap — ay)ij't8in(« — y)7r 

— (a — y + P -t- P')4*,o sin(y — « — P)7t = o, 

10) 4'«sin«7t + («)4'7sin(PH-P'— y)jn-(ap)4'tsin(a — y)7r 

+ (p + P')|,.sinpjc = o, 

10) (y-«)4/,-(y-«)|,+ ai(P-P')<l'iSin(y-«)7r-(p)4-„=o, 

10) («-y)4/«-(a-y)|,4-ai(P-p')4*,sln(y-«)7:-(P)+„=ro, 



8, 9, 10) (a - y)»];,- (y - «)<f.+ (p')+t.= o. 



(1) Voir la remarque II, p. loi. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉKIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I09 

(2, 3, 4, 10) [(- P') sin(P -+- [3'- y )7r + (a - ?) sin(y - ol)t:]^, 

H- (a-h (3 — y)4^, sin(y — a)7r 

- [(2a - y) sin^TT 4- (y - ? - (3') sin^'îi]^, 

4- (y — a H- ;3)iJ;,o siii^i';: = o, 

(2,3,5,6), (2,3,5,8), (2,3,5,9) (uo(> le Tableau VI), 

(2,3,5,10) [((3)sinO-h(3'-y)7r+(?'-«)sin(y-«)7r]^, 

-h (y — « — (3')^J^3 sin(y — a)7r 

- [(y — 2a) sin^'Tr -h (;3 4- ^3'— y) sin;37r]+5 

— (y — a 4- (3)^j^,o sin(37r =1: o, 
(2,3,6,7), (2,3,6,9) (uoiV le Tableau VI), 

(2,3,6,10) ^tslnan -h ^zSin(oL — y)i: 

-i- [(« -+- ?'— y) sm;37r -+- (y — a - ;3) sinP'7r]ij^6 

— (2y — 2a)4'ioSin(3'7r = 0, 

(2. 3. 7. 8) (uo/r le Tableau VI), 

(2,3,7,10) 4'jsina7r4-4'3sin(a — y)7r 

4- [(y — a — (3) sin;3'7r 4- (a -h ;3'— y) sin;37r]^7 

4-(?H-?')+ioSin(37r = o, 

(2. 3. 8. 9) {voir le Tableau VI), 

(2.3.8.10) (j3'— P)^,sina7r-+-i^,sin(a4-P-+- (3'— y)7r 

- [(«-+-?'— y)sin;37r4-(y — a— (3)sin;3''Tr]^8 

— (2y — 2a 4- P'— 3)4^,0 sin(3'7r = o, 

(2, 3, 9, 10) ((3'— P)^, sinaTT + ^, sin(a 4- (3 4- P' - y) tt 

— [(a + (3'- y) sin ;37r + (y - « — ;3) sin;3'7r]^9 

4- (2(3')vJ;,oSinp7r=io, 

(2.4.5.8) (2,4,5,9) (uo/V le Tableau VI), 

(2,4,5,10) 2i^,sin((3 4-(3'-y)7r 

+ (y-(3-(3')^,-((3 4-;3'-y)^5-(y-a4-(3)4;,o=o, 

(2,4,6), (2,4,7,8), (2,4,7,9) (vo/r le Tableau VI), 

(2, 4, 7, 10) +,- 4^,4- ({3 4- (3'- y)+7 -H (2 (3 4- (3'- a)^,o= o, 

(2. 4. 8. 9) (voir le Tableau VI), 

(2, 4, 8, 10) q^, sin(P 4- (3'— y)7r -H (a)ij;, sin(y - a - (3 - 3')7r 

4- (a 4- 3 4- (3'— y)ij^8 sin(y — a)7r 

4- (y — a -h (3 4- ;3')iJ;,o sin(3'7r = o, 

(2, 4, 9, 10) +, sin(i3 4- 15'- y)7r + (a)^* sin(y - a - ;3 - (3')îr 

4- (a 4- (3 4- ^'— y)ij;9 sin(y — a)7r 

-(?H-?')4'ioSin(y-a-P')7r = o, 
(2,5,6,8), (2,5,6,9) (uo£> le Tableau VI), 

(2.5.6.10) 4.,-4.,4-(y-(3~(3')+.-(2y-a-P')^,o = o, 
(2,5,7), (2,5,8,9) (vo«> le Tableau VI), 



:sL. 






:«A 



• - — = .... r;ai:r=: k 



L'* 






'^ » 



^ *. ■♦, .1» — -":r--rT — — •". : — .—_— — 

»••»• •-î^ *.*^ • -» 
:L k K t«l 1. -. ^in — r t -ii i - i _ - 

— J î — ;• ïiii i — - T — — r 
(3^4,7,8) (t;oi> leTableaa M . 
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(3,4,7,10) 4'iSin(y — a)Tr--4'4 sinaTt 

-[((3'-y)sin((3-«)7r4-(y-a-(3)sin{3'7r]^7 

- ((3 -i- P'- a)iJ;,o sin((3 - «)7r = o, 
( 3, 4, 8, 9) ( voir le Tableau VI ), 

(3, 4., 8, 10) ^^ sin((3 h- (3'— y);: -i- (a h- P'- P)^4 sinaTu 

-[(a-h(3'-(3)sin(y-a)7r-4-sin(P-+-(3'-y)7r]+g 

— ( 2y — a -4- (3' — p )^]>,o sin P'tt = o, 

(3, 4., 9, 10) +, sin((3 -h P' - y)Tr -h (a -+- (3'- P)^]^^ sinaTu 

-h [(a -4- P'— y ) sin(a — P)7r — (y — P) sinP'TT]^, 

-(2p')+,oSin(«-P)7rr=o, 
(3, 5, 6, 7), (3, 5, 6, 9) {voir le Tableau VI), 

(3,5,6,10) tj^, sîn(y — a)7r — 4'»sina7r 

— [(y — P)sin(P'— a)7r-f-(a4-P'-y)sinp7r]^j 

-4-(2y — a)v|^,oSin(P'— a)7r=:o, 
( 3 , 5, 7, 8 ) ( voir le Tableau VI ), 

(3,5,7,10) tj^, sin(i« — y)7r-+-4'|Sina7r 

4-[(a)sin(P-hP'-y)7rH-(P'-P)sin(y-a)7r]t|.7 

■+-(P-+-P')KsmP7r = o, 

(3.5.8.9) (voir le Tableau VI), 

(3.5.8.10) v^,sin(PH-P'-y)7:-i-(P'-p-a)ij;,sina7r 

-^[(y-«-P)sin(«-P')7r-(P'-y)sinp7r]iJ;s 

-+-(2y — 2a-HP'— P)^,oSin(« — P')7r=:o, 

(3,5,9,10) ^|;,sin(P-i-P'-y)7r-h(P'-p-a)t^,sina7r 

— [(P'— P — «) sin(y — a)7r + sin(p H- P'— y)7r]^|;, 

-+-(2P'— a)^,oSinp7r = o, 
( 3, 6, 8 ) ( voir le Tableau VI ), 

(3, 6, 9, 10) +,- (P'- P)+e- +»+ (y - « 4- P')^,o = o, 

(3, 7, 8, 10) +,- (P'- P)+7- +8^ (y - « -4- P')^io= o, 

(3, 7, 9), (4, 5, 6, 7), (4, 5, 6, 8), (4, 5, 6, 9) {voir le Tableau VI), 

(4,5,6,10) 4.,-4;,_2i4.eSin(P4-P'~y)7r-(2y-«-P')+,o=o, 

(4, 5, 7, 8), (4, 5, 7, 9) {voir le Tableau VI), 

(4,5,7,10) 4;,-tJ;,-2itJ;7sin(P-4-P'~y)7r-(2p4-p'-«)^,o=o, 

( 4, 5, 8, 9 ) ( voir le Tableau VI ), 

(4,5,8,10) (a)^4— (—«)+»— 2*^8 sin(y — a)7r — (2y — 2 «H- P')4^,o==o, 

(4,5,9,10) («)+4-(-«)+.-2i'4,sin(y-«)7r-(P')'l^,o=o, 

(4, 6, 7, 8), (4, 6, 7, 9), (4, 6, 8, 9) {voir le Tableau VI), 

(4, 6, 8, 10) ^1, sinaTT -h (— «)^p« sin(P -4- P'— y)7r 

-+- 4'sSin(a — y)7r — (2y— 2a)4^,oSinP'7r = o, 
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= o, 



= 0, 



(5,6,9,10) ^,s 

(5.7.8.9) {voi 

(5.7.8.10) tj^ss 

(5,7,9,10) +.S 



(^,6,9,10) ^,suî«7:-4-(-a)^eSinOH-;3'-y)7: 

H- v}/9sin(a — y)T: — (y — a)+ioSin(a-i- P'— 7)71 = 0, 

( V, 7, 8, 9 ) ( voir le Tableau VI ), 

( V, 7, 8, 10) ^, sin«7r -^ (- ai)^i sin(? -h ^'- •/)7r 

-+- 4^8 sin(a — 7)7: -+- (y — 2a 4- (3 -h i3')+ioSinO — 7)7: 

( i, 7, 9, 10) +4 sinaTT -h (- a)^!., sin(;3 -4- ^' - y)r. 

-h ^J^9 sin(a — 7)7: — (P H- ;3'— a)^|;,oSÎn(a — (3)7r 

(5, 6, 7, 8), (5, 6, 7, 9), (5, 6, 8, 9) (uo/r le Tableau VI), 

(5, 6, 8, 10) +, siiiaTT -+- (a)ij;, sin(3 -h ^'-y)r. 

4- v};g sin ( a — 7 )7r H- ( 27 — a )4^,o sin (a — P')7: = o, 

narn- (a)'|6 sin(;3 -+- ;3'— 7)7: 

— ^9 sin(a — 7)7: — (7)^,0 sin(P'— 7)7: = o, 
/•le Tableau VI), 

na7: -4- (a)^7 sin(3 -h ^'— 7)7: 

-h ij;, sin(a — 7)7: -4-(7 — a-r^-i- P')+io sin(a 4- P — 7)7: = o, 

na7r-+- (a)^7 sin((3 -h |î'— 7)7: 

H- ^p, sîn(a — 7)7r -+- ((3 -+- P')^,o sinp7r = o, 

(0, 7, 10) vj;,- v};,- (7 - a 4- ^3)^,0= o, 

(S, 9, 10) ^,- +,4- (7 - a -+- (3')^,o= o. 

Remarque I. — Les formules de ce Tableau s'associent deux à deux, ou 
à elles-mêmes comme il a déjà été dit (voir p. 100). Il n'y a de changement 
que pour le coefficient de 'j»,o. Ktant donnée une formule du Tableau, con- 
tenant 'lioj pour avoir le coefficient de '^^i© dans la formule associée, il faut 
effectuer les opérations suivantes : 1® multiplier le coefficient de ^,0 dans 
la formule donnée par — (aa — 2y — P — P'); 2*^ dans la parenthèse, per- 
muter P et P'; 3*^ changer tous les signes des termes de cette parenthèse. 

Remarque IL — Étant données deux aires symétriques par rapporta X, 
tandis que u parcourt le contour de Tune, le point imaginaire conjugué «0 
parcourt le contour de l'autre. Les deux formules correspondantes se dé- 
duiront l'une de l'autre comme il suit : dans le coefficient de chaque terme 
de Tune, on changera les signes de tous les termes entre parenthèses. 
Un terme de la forme e*'^^^p= (X)^';, devient ainsi e~'^^^p=^ (— X)'^^. Les 
arguments des sinus restent inaltérés. 

Cette remarque permet de déduire les Tableaux VIII, IX, X, XI, XII, 
XIII, XIV des précédents. 
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CHAPITRE IV. 



25. Si l'on pose 

U — a«-»(i — m)Y-«-»(i — ux)-?{i— uf)-^' 

Cl 

V zz: ('?-^P'-Y(r — i)r-«-»(r — x)-P(r — y)-P', 

on aura 

U^M=: / V^r, / \}du= i V^r, / U du — Vt/r, 

1 1^ 

f Uduz^ \dv, / []du= \di\ 

r^ du = r V ^(^, r u é/w = r v^/r, 

r{]du=z C \dv, Cx^du- r\dv, Cl^du— f \di\ 

*J \ «/() t/j t/Q */ I \J y 



Les intégrales des seconds membres sont prises soit le long de segments 
rectilignes, soit le long d'arcs de circonférences qu'il est aisé de déterminer. 
Choisissons les trois intégrales suivantes 



co 






X 



y 

- r\}du- f \diy, 



(Mi, 



et soit 



Fac. de T. - VII. F.l5 



F. ni 
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On peut se demander à quelles conditions x et^, considérées comme 
fonctions de ^ et de yj, seront des fonctions uniformes de Ç et de y). 
Soient 

M. Picard a démontré (*) que les dix conditions suivantes étaient tout 
d'abord nécessaires : les dix nombres a-r-6— i, a-hX — i,a4-(JL — i, 

^-hX — I, 6-l-Ut. I, X-i-(X — I, 2 — 6 — X— (JL, 2— X— UL — Cf, 

2 — ui — a — 6, 2— a — t — X doivent être les inverses d^un nombre en- 
tier, positif ou négatif (*). 

Nous nous proposons, dans le présent Chapitre, de trouver tous les 
groupes de quatre nombres, a, />, c, rf, tels que Ton ait 



a 



-+-^ = 



a ->r c -- 



a 



b -\- c ^^ 



b^d = 



c -\- d ^=1 



I 

H » 

f 



?5 



/< 



( 7^ -h C -J r/; zz: — 



ac 
I 



I 
I 
1 



(c -h d -^ a)=: 



/i. 



f 



I 



2 — (^-+-a-h^)— — , 



/le 
I 



9. — (a -h b -h c)z= — 



OÙ les n sont des nombres entiers. 

Les quatre dernières équations, ajoutées membre à membre nous donnent 



ou 



8 — 3(^ ^ ^ 4- c -f- r/) = — i- -1- -h — 

/ia fify Ne 



a {- b -i- c ->r d -— — ji — > 



nd 



=^ fj 



(ï) E. Picard, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo- 
métriques de deux variables {Annales de l* École Normale supérieure, 3* série, l. II, 

p. 38i; année i885. 

(*) E. Picard, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo- 
métriques de deux variables {Bulletin de la Société mathématique de France, t. XV, 
p. 148; année 1886-1887. 
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d'où je conclus 



2 — fj I 

a = — 5 1 > 

6 n. 



"a 



b — — T. 1 > 

6 rit, 



1 — (7 I 
C— — 5 1 » 

O Un 



, 2 — or I 



3 fid 



On en déduit 



I I I I — 2(7 

1 K > 



Hfj fii n 



i et y désignant deux quelconques des quatre lettres a, i, c, rf; si Ar et / dé- 
signent les deux autres, on peut mettre cette équation sous la forme 



2 2 I I 3 

\ \ z=l. 

nk n,t Hi îij riij 

Donc, en posant ria = x^ tii, =y^ n^ = z, n^ = /, 

l^cd^^Uj Fli,ti=V, nt,c=^y nad^=P9 nac^fjf '^ab^=^ f\ 

on est ramené à résoudre en nombres entiers le système des six équations 
qui suivent 



2 2 

X y 


I 
z 


I 


3 


2 2 

- -f- ; 

X At 


I 
t 


I 


3 

^7. '' 


2 2 
X t 


I 

y 


I 
z 


3 


2 2 

- -h - 

y - 


1 

X 


I 


3 


2 2 


I 

X 


I 


3 


2 2 


I 


I 

y 


3 

H- - I. 



26. Si l'on considère la première de ces équations, si Ton a simultané- 
ment 

kl>'o, |/|>io, 1-3 1> 5, UJ>5, |w|>i5, 



F. ii4 



R. LE VAVASSEUR. 



On peut se demander à quelles conditions x et y^ considérées comme 
fonctions de \ et de y], seront des fonctions uniformes de Ç et de yj. 
Soient 

a — i4-3-i-(3'— y, b — y — oL, X = i — ^, ^ = i - ;3^ 

M. Picard a démontré (*) que les dix conditions suivantes étaient tout 
d'abord nécessaires : les dix nombres a-f-6— i, a-+-X — i,a-4-[jL — i, 
6-hX — I, 6-f-[jL — I, X-f-(jL — I, 2 — 6 — X— (x, 2 — X — (JL — a, 
2 — [JL — a — 6, 2— a — 6 — X doivent être les inverses d'un nombre en- 
tier, positif ou négatif (^). 

Nous nous proposons, dans le présent Chapitre, de trouver tous les 
groupes de quatre nombres, a, 6, c, rf, tels que Ton ait 



a-h b — 



a ~\- c ^z 



a -h dz=: 



b -^-c ^= 



b-i-dz= 



c ~hd^=z 



I 
f 



n 



ac 
I 



nad 
I 

I 

1 



H > 

^cd 



[b^c ^d)— — 



n. 



f 



( c -f- û^ H- a ) = — 



I 



2 



2 



— (é/-+- « -h 6) rz — 



I 



— (a -h 6 4- c) = — 



OÙ les n sont des nombres entiers. 

Les quatre dernières équations, ajoutées membre à membre nous donnent 



8 — 3(«-4-6-hc-+-^)= — -I 1 

n^ Hf, Hc 



a 



OU 



a {- b -^ c -^ a "— — - — y 



/«d 



r - a 



(*) E. Picard, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hyper géo- 
métriques de deux variables {Annales de r École Normale supérieure, 3" série, t. H, 
p. 38i; année i885. 

(*) E. Picard, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hyper gè 
métriques de deux variables {Bulletin de la Société mathématique de France^ l. X^ 
p. 148; année 1886-1887. 
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Je considère en particulier l'équation 



3 5 



t p 2 



Si Ton a simultanément 





<\' 


I 

7 


D 

<6' 


3 
P 



<6 



ou bien 



|5|>2, |^|>I, |/?|>3, 



il n'y a pas de solutions. 



237 



4/> 



29. Soient / = j,--i-- = ^,;;— ^ 

'5 p 2 IP — ^ 

Soient 7/? — 6 = p', >s:=--f--^- On doit donc avoir 



/ 2^ 



(mod7), 



/>' étant un diviseur de 24. 

Donc 

/>'= I, 8, /?= I, 2, 



x: — 4, i; 



I r 



mais, pour /=:i,-=2-+-- élimine z = 4- 

HZ 

Reste la solution ^ = z = i , qui convient . 
Soient donc a;=2, y = — 2, z = /=i. On a 



I 1 I I 

(7= 1 1 h7=:2, 

X y z t 



2 — ff 



= 0, 



a m 6 = I, 



c = -, 
2 



2 



Nous avons ainsi une première solution. Elle est comprise dans une solu- 
tion plus générale, que nous trouverons plus tard. 



30. Soient / = 



Posons p — 1 = 



d'où 



,^_ T 


2 

Z 


3 3 
/? 2 


4/> 


ï) 


3(/>-2) 


= />'. 


Z . 


3^3/?' 


• On a 






/ 8 


= (mod. 3), 






P' - 


8,-2, 1,4, 






Z^- 


6, 3, 6, 2, 






5 


I, 4, 2, 00. 
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La formule ^ = — - élimine z = i. l\, 2, 

D'ailleurs Téquation 1 — = - élimine l = 

' t Z (J 2 



— I , Z = 30. 



6^ 



31. Soient maintenant z = — 2. p = ; soit 7/ -h 2 = /', 



6 

"^7 



12 

J7' 



6— y = (inOtl.7), 



/'=! — 12, t =i — 2, 



x = 2, ^ = z = / = — 2 est une solution. 



I " solution : x^=ii, y z^ z :=z t^=z — 2; a=z6 = ci=^j, dz=i\. 



32. Soit j = — I , on a 



Or on a 



donc, pas de solutions. 



33. Soit z = -h I , on a 



6/ 



3 _ ^ _ 9 
p t 2 



P ^ 



^4; 



/ -+- 2 = /', 






/' = — 12, —6, —4, —3, —2, —I, I, 2, 3, 4, 6, 12, 00, 

/ = — i4, — 8, — 6, — 5, — 4, — 3, — I, I, 2, 4, 10, 00, — 2, 



6/ 



D'ailleurs la formule q = — — ^ élimine 

' 7^ — 4 



/ = — 14, — 8, — 6, — 5, — 4, — 3, — I, 2, 10, 00, —2. 



Reste 



i-if 4; 



/ = I a déjà élé essayé (29). 
- = 2 -^ — élimine / = 4- 

u i 
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34. Soit z = 4- 2, on a 



6/ 



4 



t' — —l\, -- a, — 1 , 1 , 2, 4, 00, 
3 / =: — 6, — 4» — 3, — 1 , 2, 00, 



^ =: — 2, — I, 00. 



6/ 



La formule v = tt- élimine / = — 2, — i . 

2 — 3/ ' 

X = 2, y = — 2, z = 2, / = QO est une solution 




36. Revenons au n® 28. Soit |/> 1 = 3. On peut supposer 



s I > 2, U I > 2, d*où max 



■a-o='- 



On doit donc avoir 



5 _ 3 
2 p 



U\ 



en supposant /> > o. Or 



donc 



5 3 

5i donne />-2, 

2 p- 



3 ^ < ^ 

5i donne p>o, 

p i~ ^ 



/> = !, 2, 



/> = i : 



I 2 I 



tz:^ 



2Z 



8 



f 5 2 5-1-4^ ^' 

5=1— 8, — 4, — 2, — I, I, 2, 4, 8, 00, 

^ = —12, —8, —6, —5, —3, — 2, 4, 00, —4, 
f rz: 3, 4» 6, 10, — 6, — 2,1,2, 00. 

J'écarte les solutions pour lesquelles on n'a pas I^O 2, | ^j > 2. 



La formule u = 



25 



5 -h 2 



élimine 2 = — 1 2, — 8, -—5. Reste 

z =^ — 6, — 3, — 4- 
t ^= 6, — 6, 00. 



2r -h z = G élimine z = — 3 ; q = -—— élimine s = — 6, — 4* 
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La formule ç =^ élimine 2 = 1,4? 2. 



D'ailleurs réquation - 



2Z 

2 I 3 



I O 0#i»» . 

— I — = - élimine / 

5^2 



= — 1 , 2 = x;. 



6/ 



31. Soient maintenant z = — 2j p = — ; soit 7/ -i- 2 = /', 

7* -h 2 



P — 



12 



12 
7 



6 r = o (mod.7), 



^'=1 — 12, ^ =: — 2, 



X = 2j y ^:^ z = t = — -2 est une solution. 




32. Soit z = — I , on a 



Or on a 



3 I 

P ^ ~ 


_9 
2 


3 I 

P ^ 


^4 



donc, pas de solutions. 



33. Soit z = -h I , on a 



et 



t-h2' 



/-+- 2 = 



= ^'. ^ = 6-i? 



/'= — 12, — 6, — 4> — 3,-2, — I, I, 2, 3, 4» 6, 12, 00, 

/=z — i 4, —8, —6, —5, —4, —3, — I, I, 2, 4, 10, 00, — 2. 



6e 



D'ailleurs la formule g = — — j élimine 

^ 7< — 4 



/ = — i4, — 8, — 6, — 5, — 4> — 3, — I, 2, 10, 00, — 2. 



Reste 



^ = 1, 4; 



^ = I a déjà été essayé (29). 
- = 2 -h 7 élimine / = 4- 
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34. Soit ^ = 4- 2, on a 



6^ 



3^ 



3 t-^ 2 = t'y 



-1 



/'=!:— 4, — 2, —I, I, 2, 4, 00, 

3 / ^= — 6, — 4> — ^9 — ' > 2, 00, 

t ^=: — 2, — I, 00. 



6/ 



La formule p = 5- élimine / = — 2, -— i . 

2 — 3^ ' 

X = 2, y = — 2, 5 = 2, ^ = ao est une solution 




35. Revenons au n** 28. Soit |/? =3. On peut supposer 



s I > 2, I / 1 > 2, d'où raax 



■m)=-- 



On doit donc avoir 



5 _ 3 
2 p 



^i; 



en supposant /> > o. Or 



donc 



p = i : 



5 3 

Si donne P-2, 

2 p- 



3 5^^ 

^i donne p>o, 

pi- r y 



p = i, 2, 



<=:: 



2^ 



z-\- ^ = z' 



8 



t z 1 5 -f- 4' 

-' = — 8, — 4, — 2, — I, I, 2, 4, 8, 00, 

5=: — 12, —8, —6, —5, —3, —2, 4, 00, —4, 
^rz= 3, 4> 6, 10, — 6, — 2,1,2,00. 

J'écarte les solutions pour lesquelles on n'a pas jz | ]> 2, | /| > 2. 



La formule u = 



1Z 



z '\- 1 



élimine z = — 1 2, — 8, — 5. Reste 

z=. — 6, — 3, — 4- 
tzzn 6, — 6, 00. 



2 r -h z = G élimine z = — 3 ; q =^ _ élimine 2 = — 6, — 4« 



z — 2 
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36. p:= 2 



2 I 






— if 



/-h 1=^^/', 



Z=Z2~ j^y 



>f ~ 



r^-a, 



I, I, 2, 00, 



/ = — 3, —a, I, 00, —1, 

c — Of a* 

La seule solution à essayer est / = — 3 ; z == 3 or elle donne q 

37. Reportons-nous au n® 27 et faisons y = — i . 
Le système à résoudre est le suivant : 






3 


I 


I 


u 


S 


£ 


I 


a 


3 


l 


;( 


i' 


1 


a 


3 


4» 


t 


iV 






«• 



I 

7 

a 

7 



a 

7 



3 
P 

3 
r 

3 
7 



7 
— > 

a 



I 

— > 

a 



7 
a 



Prenons la dernière de ces équations. Si Ton a simultané 



a 
7 



<i' 



I 

2 



<!• 



3 
7 



<!■ 



OU bien U| > i, \z 



il n'y a pas de solutions. 

38. Soit donc / = — i; - = — n'admet pas de se 

O Z 2 



39. Soit / = -h I , 



3 
7 



I 

z 



— y 

a 



2q 



2 — 7 = 7'» 



4 



a 



37' 3 
7'^-4, 



3(a-7) 



±-a^o 



— I, 



7 -~ 6, 3, a, 

5 nz — I, — a, 00. 



M = 



35 



3^ 



élimine j = — i , — 2 ; reste la solution / 



PP 8« 
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40. On peut maintenant supposer 



-i>i, m>u 



max 



a-o=! 



d*où 



7 

2 



3 
9 



= 2' 



7 

2 



3<3 



i- donne qS i. 



3 



7^3 



< 

2~ 2 



-5- donne ^>o. 



donc 



9 = 



7 



1 

- > 

2 



2/ 



t' = - 8, - 



4, —2, 



8 



4-^ = ^', 

4, 8, 00, 



— 2, 



I, I» 2, 



t— 13, 8, 6, 5,3,2,-4, 00, 4, 

5 =^ — 3, — 4> — 6» — 'O, 6, 2, — 1, — 2, 00. 



J'écarte immédiatement la solution 



^ = -4 



où 






u = 



2t 



/ -h J 



élimine /= 12, 8, 6, 5, 3, 4; reste 



^ = 2, 00, 
5 = 2, — 2. 

^ = x>, z = — 2 donnent /> = f; x = 2^ y= — i, ^ = /=x:2 donnent une 
solution , 

mais cette solution rentre dans une solution plus générale que nous trou- 
verons plus tard. 

41. Reportons-nous au n® 27, et faisons y = i . 
Le système à résoudre est le suivant 



2 
F ~ 

Fac, de T. — VIL 



I 




3 


F 




u 


1 




3 


— 


-h 


— 


t 




s^ 


I 




3 


— 


-4- 


— 


^ 




w 



- ==2, 



- =1 I 



= I 



I 

7 



2 

2 
F 

2 
F 



3 

/^ 

3 
r 

3 



I 

— ) 
2 



— > 
2 



I 
2 



F.i6 



;> y^y 



t^ iJ ^SfitAA9SfUt 



^ y^Aéféiéi^^^u JS4> j/»*nv#*'!f*' <^ ^.^ ^\aff-^,0S^^ Fvuf 












'/ 



y 



V 



vv 



^i h / VV#>^ J/^/ 'J^ *//Jv<4*^/^>» 



/i 



>;( ï^v^i itf 



// 



// 



^, // -'^ 



^ / 



t ^ Oiè 4 



^/// . ', 



//'. 



':J 



i 



i</ ' 



^ 



// 



/ y, < 






/i' 



Î/T î < I, oii « 



// 






//' 



// ♦ .'^ 



//' 



/ I 



.^ 



// 



'U h h 'U 



II 
I 



^i, 4, -I, A, S, 
'4, /|, i, I, y-/. 






0/ 



*> < mè^A y 



MHH 



P» 



il iImimim mim' Moliilioti <|iii n*ril.r(* fliuiH uim* Holiilion plus (générale 

IIIMIH ll'lMiVMt'MllM phiM liiril. 



V Hi^InhitH 



i â, i y 4 \t ft h r l, fi . (». 



1 1 . HoNtMKMi»! iMi tr* 1 1 . On |MMil nitpiMmor 



|f| I, \n ^1. »»"^(i < J) 



I. 



1Nm\ 



:* 



w 



I ) 



»» 



fi 



^ \ \\\\\\\\\' 



*4 



u 
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3 



u 



•4-2^1 donne 



croù 



Soil W :-= — 3, 



/ — - oc, ^ = 1 donnent 



// " 3 



// = — F, — ^, — 3. 



I I 

-z-^-t 


l 

I z 

t — 




l — 2, CO, I, 




:; a, I, 00. 




iV J. 



— » 



4* solution : a: z=: y zi^ z z=z 'ji. 



t^=ij a-- b ■ -c zzL^^^ d^^l- 



45. Soit W — — 2 



2t 



t — 1 



t ——1, I, 3, 4, 6, oc, 2, 
5 1= I, — 2, 6, 4> 3, 2, oc. 

Nous écartons les solutions où Ton n'a pas | :; | >• i, | /| > i 



5' solution : 


x — ij y — 


2, 


z 3, 


^ 6, 


a - - 1 , b — 


. 1 
■ t» 


^ 3» 


à h 


6*^ solution : 


^—7 — 4, 


« 


Z — \, 


t 2, 


a b.-y. 




c-_i, 


d..\. 


•j^ solution : 


oc —y — 2y 




z r, 


^ 00, 


a^.b^i. 




C - 1, 


d o. 



46. u - — 1 donne 



I I 
7 



/ = :? = — 2 donne 



^ =. - 2, 00, — I, 
c = — 2, — I, oc. 
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47. Reportons-nous au n** 27. 

Soit y = 2. Les équations à résoudre sont 



3 

u 






I 

7 



7 



3 
3 



— •» 



I 

— > 



I 

7 



3 
/> 

3 



— > 
2 



2 2 

5 / /• 



~==î»» 



2 
7 



3 
7 



I 

2 



• ^ 2 « 

Prenons Téquation - -f- - -h - = 2. 
Si l'on a 



2 


2 


2 


2 


3 


3 


«r 


<3' 


7 


<3' 


r 


<3' 



OU |5|>3, /|>3, |r|>4. 



il n'y a pas de solutions. 
48. Soit z = 3, 



2 
7 



3 

r 



^ = — 12, 6, 2. 



8* solution : 


X y iy z 3, 


r — 


12, 


a — h—\, c_j2j. 


d \. 


9« solution : 


X y 2, 5 3, 


^ 6, 




a _ 6 _ î, c _ î. 


d \. 


lo* solution : 


x_y_5_2, 


^ 3, 




a h c \^ 


d fj. 



49. c = 2 donne 



2 
7 



r"^'' 



r 



3, I, 2, 4» 5, 6, 9, ac, 3, 
I, —1,-4, 8, 5, 4, 3, 2, x; 



les valeurs / = i , — i sont écartées, puisqu'on a déjà fait ^ = i , ^ = 



— I 
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ii« solution : 


jr_7_-c_2. 


t — 


4, 


abc J, 


d 0. 


1 2« solution : 


x—y — Z — 2, 


t — S, 




a b c If 


rf i. 


i3® solution : 


x—y — z-^i. 


t 5, 




abc f, 


rf A- 


i4' solution : 


x—y — Z — 2, 


<-4, 




a _ 6 — C _ j7jj, 


rf-î. 



5* solution : Xi=zy =z Z ^= 2, ^=:3, a=i:6=zC=rJ, rf=:^. 



i6" solution : xz=.y^=.z-=Ltz=.2y 



a^=:b^=c=zdz=z^. 



ly^ solution : x=y=:z=L2f / = oo, a=z6 = c = J, ^=6- 



50. Il est inutile de faire z = i, — i, — 2, puisque nous avons déjà 
donné ces valeurs ky. 
Soit z = — 3, on a 



a 3 8 



t • r""3' 



r = i, 
t = —6. 



1%^ solution : x-=y ^=.2, z^= — 3, /= — 6, ar=zbz=\, c = J, d=i\ 



51 . Revenons au n® 47. On peut supposer 



|5|>3, U|>3, max 



0-z) = - 



d'où 



3 

2 

r 



5i. 



2 ^ I donne 



3 
r 



->i 



donc /•>o et ri 3, 
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3 



/• 



'À ? I donne 



/• : i 



donc /• = I, 2, 3. 



/• — I donne 



I I 
1 



I 

— > 
2 



/ =ir — 6, - 4» — 3, — 1, 2, OC, — 2, 

^ =: — 3, — 4» — 6, 2, — I, — 2, oc. 

Si nous écartons les solutions pour lesquelles on n'a pas | j | > 3, | / 1 > 3, 

reste 

/ = 5= — 4. 



9® solution : J7:=J=:2, Z z=: e^=z — 4> ai=:6 = I, C=:C^=J. 



52. /• = 2 donne 



2 2 I 



^ r^ — 12, — 4> '-^'» 3, 5, 6,8,12,20,00, 4» 

5 =: 3, 2, — 4> — 12, 20, 12, 8, 6, 5, 4> <»• 



20" solution : 


XV a. 


-*/ v/. 


^ 20, 


a — 6 — f , 




rf A- 


2i« solution : 


X y 2, 


5 ^: 6, 


/ 12, 


a . ô f , 


^ 1 J» 


rf i- 


22'' solution : 


a'-zy--2, 


5- -/ 


8. 


« ^ \. 


c-d~ 


S 

8' 


23° solution : 


^— /--2, 


--4. 


t 00, 


a b ;, 


c * 


d^r-y, 



53. /• — ?t donne 



1 1 I 
7 " 2 ' 



^ = —2, 1, 3, 4, 6, 00, 2, 
c -= I, — 2, 6, 4« 3, 2, 00. 



24** solution : r = y im 2, :; = / = 4, ^ = ^ — *, c —.dzir. ^^^, 
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' • ' -/ 



54. Ileportons-nous «au n" 27 et faisons j^ = 
Los équations à résoudre sont 



-3 



3 


I 


I 


2 


u 




"~ t 


3' 


I 


2 


3 


I 


t 




(• 


-■3' 


I 


2 


3 


I 


z 


^ 


il» 


"3' 



Prenons Téquation 



Si l'on a simultanément 



i3 
<78' 





2 1 3 

z t p ~ 


i3 




2 2 3 

-z-^J-^l' 






2 I 3 


i3 




t z <i 


— — • 


3 
P 


i3 
6 





i3 
<T8' 



3 
P 



i3 
<78' 



ou bien 



|c|>2, I^I>i, |a?|>4, 



il n'y a pas de solutions; or on peut supposer 



|c|>2, |/;>2, d'où 



max 



■a -7)= 



Donc 



i3 2 
Wp 



Si, 



d'où /> = 1, 2. 



55. Soit/9 -- 1, on a 



6' 



l : 



6, — 4, — 3, — 2, 12, 

2, 3, 6, — 6, I. 



— 4î ^ = 3 donne 



«Vrr — -L5 



M 
5 • 



1^*^ solution : a: - y = — 3, 5 =z 2, / = 6, a=i6 = j, c~J, d — l< 
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56. Soit^ = 2, 



2 I 



7-3' 



z=—^6y 2, 4, 6, 12, 3, 
t = I, — 3, 6y 3, 2, 00, 



0-3 f 1 • • 

Q = 7, élimine z 

•* 75 — 



4, 3; reste 



= 6, 
3, 



qui donne 



t^ 



u — ^* 



57. Reportons-nous au n® 27 et faisons y = 3, on a 



I 
7 



2 
T 



3 
u 

3 

V 

3 



3' 



I 

3' 



3' 



2 

7 



2 
7 



3 

/^ 

3 
/• 

3 



6' 



1 1 



5 

6 



Considérons l'équation 



2 2 3 II 

z t r o 



Si Ton a simultanément 



< 



1 1 

T8' 



2 

7 



II 

<r8' 



/• 



1 1 

<r8' 



OU bien 



5|>3, |/|>3, |r|>4. 



il n'y a pas de solutions. Or on peut supposer 



S|>2, \t\>2. 



58. Soit :; =3, on a 



2 
7 



r '6 



Pour I /| > 3, I r| > 5, il n'y a pas de solutions; soit t = 3 (alors r = G), on 

trouve ensuite 

iz=z — 6, 12. 



X =y = 5 — 3, / = 2 est une solution. 
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26*' solution : 


a—y—z — 


3, 


t 2, 


a b c \y 


^ ;. 


27* solution : 


X y 3, 


/— — 6, 


a — b—\y C—\y 


^ J. 


28** solution : 

1 

1 


X Y — 3, 


Z —1y 


t 12, 


a — b—^\y c_J, 


^ i- 



59. On a 



m 



""•(^^7)"'' *''"*" 



1 1 
6" 



3 



ce qui donne 



soit /• = 2, 



r = 2y 3, 



I I I 



t ""6 



t — 



3o, —12, — 6, 
•^> 4> 3, 



— 3, 2, 

O Q 



3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12, i5, 18, 24, 
«, —12, —30, 42, 24, 18, i5, 12, 10, 9, 8, 

/^42, 00, 6, 
w = 7, 6, 00. 



P = 



; élimine / = — 3o, 7, 8, 9, 10 ; reste 



t-^6 



t --— — 12, 12, oc, 

3=: 4> '2, 6. 



7= : 



-, elimme z 



29* solution : 


X 2, r 3, 3 12, 


^ -hI2, « ^ 


3o« solution : 


X 2y y 3y z 6, 


^ _ 00, rt — *, 6 _ 



.s. c 



î, rf 



S 

s* 



— ,, c 



h d 



1 



60. r^'i donne 



I I 
1 



12 



pour I ^ I > 4? U I > 4> P^s de solutions, 

^ = 3, 4, 

z 1=: 12, 6. 

la première solution a déjà été trouvée (58). 

Foc, de T. — VII. 



F.I7 
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j .^i" solututn : r 2, v = 3, - — », / z= 6, a =: ^, ^ = j'^, c =: I. ri =i ^\ 



fil. Kc'porlons-nous maintenant au n** 27 et soit^' = — '|. Lo système à 
résoudre r»sl 



3 I I I 

Il z t 1 



3 



— 2, 



3 

z i' 



>- 



7 



7v - ^ 



1 < . -^ 



9. 



3 



F^'équation ^ — — i- - — 2 n'aura pas de solution si Ton prend simulta- 
nément 



'2' 



1 I 



2 
<3' 



I 2 

7!<r 



3 2 

/>l 3 



ou 



1^1 > 3, |/i>i, \P\>\' 



Ov on [)eut supposer 



donc 



r(»ri donu(» la condition 



h>3, l/l>3; 



max 



■n-iH- 



3 
2 



.3 



d'où 



yy =1 2 



(>2. Soit donc /^ = 



2, 



2 



12, 



G, .j, 3, 2, —4, X, j 



/ 1 



3, —4, —0, —10, 6, i2, —I, —2, oc, 



' - - , 

;• — ..- — - ehnune ^ .-- (>, > ; /7 = — -- elimnie :: = 8, V 

.5 z — o z 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l3l 

63. Ile venons au n** 27 et soit y — 4. Le système à résoudre est 



LY»(|uation 



I 

- -h 


1 
t 




3 
u 


I 

— - > 
2 








2 


1 
7 


3 


2 


I 
7 


H- 


3 


I 

V 








2 

- -H 


2 
1 


-H' 


2 

7 "" 


1 

z 


-h 


3 
il' 


1 

V 

2 
- 4- 


2 

7 


4- 


3 


2 

7 


1 


3 

H- - = I. 



n'aura pas de solutions si l'on prend siinultanénienl 



< ^. 
12 



2 

7 



12 



3 
r 



12 



ou bien 



|c|>3, M|>3, |/-|>5. 



(3n peut supposer 



|^|>3, 1/|>3, d'où ma 



/2 2 



Donc 



4 



/• 



^ I, d'où /• = 2, 3, 4» 



64. Soit r= 2, 



I I I 

7 "" 



8' 



z=—o6, —24, —8, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 16, 24, 40, 72, 00, 8, 



t = 



/» 



6, 4, —8, -25^, —56, 72, 4o, 24, 16, 12, 10, 9, 8, 



00. 



/3 = ——7 élimine / = 7, G, 72, 4o> 24, 16, 8. Reste 

f = 4. 
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I 3 



/ -8' 



pour \z\^^y^ I A I > ), il n'y a pas de solutions. 



/ = 



•4f 



Z:=H 



7 = 



s • 



66. /• - '^i donnr 



I I 



Z 2, ly «5y 4y by OC, 2, 

/ — 1, —2, 6, 4, 3, 2, oc. 



33'' MO lu lion : .ri^ j =r ^ =: 4 , 



/ = 2, 



^ = ^ r= c = J, 



67. Revenons au n" 27, soit^ = — 5. 
On a à résoudre le système suivant : 



3 


1 


I 2 


u 


w 


/ -5' 


I 


2 


3 1 


1 "" 


Z 


i» .1 


1 


'À 


3 I 


itt 


1 


\v 5 



I 

1 

2 

7 



2 



3 



«9 






3 






lO 
lO 
lO 



rf = i i 



I 



(considérons récjuation 



3 lo 
p lO 



Il fi'y aura pas de solutions si Ton a simultanément 



2 



M) 
3o 



<3ii' 



3 

r 



< — 

^ 3o 



ou 



|^|>3, |/|>i, \p\>i 



Or on peut supposer | j | > 4? U I > 4 î donc 



max. I 5 



-j)=! 



d'où 



1^ 1 
ou 



11 

lO 



3 
P 



3 



< _ . 
^5' 



/' = a. 



SYSTÈME d'kQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAKTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l33 



G8. p ^= 1 donne 



2 

5' 



C =: 3o, lO, 6, 4, — 20, 5, 

^ =— 3, — 5, — 15, 10, — 2, oc. 



r = 



lOZ 



20 



élimine ^ = 6, 5. Reste 



qui donne 






'/ = 



lO, 

0, 



5 
4* 



69. Revenons au n** 27, soit y = o. hc système à résoudre est 



Prenons l'équation 



I 

- -+- 


I 
7 




3 
u 


— 


2 

■^ » 









2 


I 

7 


3 

P 


1 1 

lO 


2 


I 
7 


-h 


3 




I 









2 


2 

7 


3 

H- - 


'7 

lO 


2 
t 


I 


-h 


3 




1 








2 


I 

<3 


3 


1 1 

lO 


tion 








2 


-h 


2 

7 


4- 


3 


_ '7 

— — • 

lO 









Elle n'aura pas de solutions, si l'on a simultanément 



^ '7 



2 

7 



<'i 



3 
r 



< ^ ou bien | 5 | > 3, | / 1 > 3, | / | > 5. 



Or on peut supposer | j | > 4j I ^ | > i? donc 



max 



•a-:)=i 



^. r » d'où 



L2 

lO 



3 



5' 



donc 



/• = 2, 3. 



70. Soit /' — 2, 



I I 



10 



t --: 



90, — 40, 

9» 8, 



— rD, 



6, 



10, 5, 6, 8, 9, II, 12, I 4, I 5, 20, 3o, 35, 60, 110, 
5, —10, —15, —40, —90, iio, 60, 35, 3o, 20, 15, 1'*, 12, 11, 



c = oc, 10, 



t rr: lO, OC. 



F. I Vi 



K. LE VAVASSfXR. 



10/ 



n . ('liriiiiif / o, 8, (i, 1 10, Go, 'i>, 20, 10. Reste 

' .W ♦ 10 «^ 7.777 



— 10, ID, 

5, 3o. 



10^ 



.i c \-' i 



élimine z 



- I j. 



o 



W^" solutiftn : .r . y ^zo, -s =: 2, / =: — 10, /? r= 6 =: |, C = ,*., (iziz -^ 



71 . Soit /• r- i. 



I 

7 






Pour I w I ^ 5, |/| > >, il n'y a pas de solutions; or j = > donne 



/ -- -*" 



72. ll<îvenons au n** 27 
Donc 



On peut supposer \y\ > >, | 3 | > 5, | / ! > 5 



max. 



2 



J 



t 






d'où 



3 _ 3 
2 /> 



6' 



donc 



De niônie, 



p — 2, 3, !\. 



<7 =12, 3, 4» r = 2, 3, 4. 



D'ailleurs, en ajoutant les équations du second groupe, on trouve 



de là on tire 



puis 



// "^ -,- 



Zpqr 



II I I I 3 

-H \ h- = -; 

t p q r 2 



y 



t — 





6pqr 






3 pgr -{- 2pq — ^r 


(P 


+ 7) 




6pqr 






dpqr 


-^2pr — [^q 
^pqr 


'(/> 


+ /•) 



6 pqr -^2rq — ^p{q -\- r)' 



r{p^q) — 'ipq 






Zpqr 



q{p 4- /') — 2pr 



\v =1 



Zpqr 



p(q -^ '') — 'iqr 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SLMl'LTANÉES, ETC. F. I 35 

73. Soit p =z q =^ Q.^ r — 2, 3, 4- 



3.5*' soin lia /t : .iz=i y :^ z ^-x, / t=i 2, a z^ h ^n c :^ L ci ^^ 



36*' solution : .r .^^ )• = 9, / ^= 2, c z= — 18, 



a 



h — -** r — — " cl 



1 8 



37'' solution : jc z— y ^^ 6, t zzii, z =. — i 2, a =z h ^z ^^, c zz: [ i, <'/ = i 



74. p --- 2, q — 3, /•= 3, 4; vv = ^r-^ — ; élimine r= \\ p = 2^ q = r=3 

donnent 

* — ï' 

75. p = 2j q =z r = /\ donne 

JT z= 2, J' = 3, ^ HT ^ =: f 2, 

solution déjà trouvée (n° 59). 

76. ^ = y = 3, /• = 3, 4 ; /^ = 5^ = 3, /• = 4 donne 

— / — 1 



38*^ solution : -r =j>' .— r- = 6, / -— 2, ^ = /y = c :rz J, 



./-r^l 



77. y? = 3, y = /•!:=: 4 donne 



18 



/ 1» 

' — 5 • 



78. p — q = r = \ donne la 33* solution. 

79. Revenons aux n"* 26 et 25, et faisons jc- = -- i . 
On a à résoudre le système suivant : 



2 I 


I 3 


/ - 


7^.-; 


2 1 


1 3 


Z t 


- - -h - 


2 I 


I 3 


t y 


1 

:; il- 



3, 



3. 



= 3, 



2 2 

-H 

y z 


I .i 
7^? 


2 2. 


1 3 

- H 


2 2 

H + 7 


I 3 



- =0, 



- =: O, 



O. 



F. i3G 



R. LE VAVASSEUR. 



La première équation n'aura pas de solutions, si Ton suppose simultané 
ment 



2 



3 

<7' 

l 



3 



I 


3 


3 


— 


< 7' 




t 


4 


// 



3 



I 



OU 



|r|>2, hl>i, |/|>i, h/|>4- 



Remarcjuons (jue nous avons trouvé toutes les solutions où l'un des nom 
bres .r, y, 3, / est éfî^al à 2. Nous essayerons donc ^^ = — 2, — r , 4- i . 

80. Soit y =^ \ - Le système à résoudre devient 



3 I I 


I 2 .'1 


_ I, 

u z t 


t z p 


2 1 3 , 

— 7 -+- - 4, 


I 2 3 
z t q 


2 1 3 , 

7 i ^ ... ^' 


2 2 3 

3 / /■ 



— 2, 



2, 



- = I. 



3 



L'équation ^ f- - = 4 n'aura pas de solutions si Ton prend simulta 

nément 



<!• 



I 

7 



<'v 



3 



<i 



ou 



- > I, 



t'l>2. 



81. c = — I donne 



qui n'a pas de solutions, car 



ma\ 



- - - = 6, 
i' t 



""• (7. - " "^ 



82. :j = H- I donne 



3 I 
— 7 = '^» 



t' 



/ :=! — 2, — I, I. 



3^ 



iv = r- élimine — 2, — i . 

ùt — 2 

j:;r=:yr=z = i,/ = — I donne 

cette solution rentre dans une solution plus générale, que nous trouverons 
plus tard (86). 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l'i'J 



83. Revenons au n° 80 ; on peut supposer 



|5 I > I, I ^1 > I, d'où max 



'U j~"2 



Donc 



^-i 



1-, 

"2 



et, par suite, 



V=Zl, 



7 — 7 = 1. On a 



tzzz — 3, — 2, I , OC, — I , 
5 Z= 3, 4> »> 2, 00, 



iV = 



2Z — i 



élimine 3, 4> ^• 



84. Revenons au n^ 79 et faisons y = — i. Le système à résoudre est 



3 


I I 


u 


z t 


2 


I 3 


2 

7 


I 3 

h- 

-3 iV 



= î>. 



-H - = 2, 



7-T+- = 2, 



2 I 

2 f 

7 "" 5 

2 2 

J-^7 



3 
P 
3 

3 
r 



= 2, 



~ 1= 2, 






Or, si nous considérons la première équation, le maximum du premier 
membre est précisément 5; il est atteint pour z = ^ = -- i. La solution 
ainsi trouvée (a=6 = c = rf=i) rentre dans une solution plus générale 
que nous trouverons plus tard (86). 

85. Revenons au n® 79, et faisons y = — 2. 

La première équation devient — - = 4. 11 n'y aura pas de solu- 
tions si Ton a simultanément 





3 


< 


4 
3' 


I 
z 


4 . 4 


Comme on a 








"^^^•(^■^7)=='' 


on en conclu 


t 








4-1, */ = I. 



ou 



Fac. de T. — Vil. 



« >2. 



F. 18 



F. i38 



R. LE VAVASSEUR. 



-H — = — I . On a 

z t 



t-=. — 2, — 1, 00. 



La solution ainsi trouvée x = j^==>3 = — 2; ^ = — 1 rentre toujours 
clans la même solution générale que nous allons trouver à l'instant (86). 

86. Revenons au n*^ 79; on suppose |y| > 2, | 3| > 2, |/| > 2. Donc 



max 



/2 __^_£\ 4 



d'où 



(^-^)N 



donc 



Donc 



« HT I, 



et, de môme, 



2 I ] 

- = --!--, 

y - ^ 
2 I I 



i' =: (V rz I . 



' j' 



donc 





2 I I 

- _---h ■ 1 
t y z 


3 _ 


3 3 I j I 

7 - H 1-7, 



amsi 



y-z — i — n 



{n étant un entier (|uelconque positif ou négatif). 



39*^ solution : X ^^y ■=• z :=z — W, /zrz — i, a •=: b =z c ^:\^ 

n élanl un nombre entier arbitraire, positif ou négatif. 



n 



87. Revenons au n° 26 et faisons x = — 5. Le système à résoudre sera 



2 1 


^ -r — ^ > 


2 I 

;; t 


•3 7 
7 i' 


2 I 


« 3 : 

-H — « > 
5 il' D 



2 

>• 


2 

H 


1 
" ~t 


^3_4 

/^ 5 


2 


2 


I 

~ 7 


' /• 5' 


2 

7 


2 


1 


7 5 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I 89 

La première équation n'aura pas de solutions si l'on a simultanément 



2 


<^. 


I 


— 


— 


y 


20 


-^ 



<é' 



20 



3 



20 



OU bien 



|j|>5, \z\>2, |^|>2, |^/|>8. 



Nous allons faire varier j^ dans l'intervalle (— 5, -h 5), en omettant les 
valeurs y = 2, — i, qui ne pourraient donner que des solutions déjà 
trouvées. 



88. Soit y = i; - — --h-=-^ n'aura pas de solutions si l'on suppose 



2 


<i- 


i 
1 


<!• 


3 


<i 


t - - I donne 














2 3 

- 4- - 
Z V 



ou 



|c|>2, \t\>h kl>3, 



- = -rry 5 = 5. 



La solution correspondante (a = 6 = r , c — }, rf = — ^) rentre dans une 
solution plus générale (146). 



89. ^ =r — 2 donne 



6 I 17 

r ~ F ■" "5" 



qui n'a pas do solutions. 



90. z = i donne 



3 I 2 

r ~" 7 ~" 5 



et 



2 

F 



3_i7 



iV 



dont la seule solution est / = 5 (déjà trouvée). 
91. On peut supposer | ^ | > 2, | / 1 > 2, 



max 



•0-0= 



I, d*où 



12 
T 



3 



il. 



d'où 



i'= 1,2. 



F. i/|o 



R. LE VAVASSELR. 



(' -= I cloririe 



f 
7 



— > 



1 = 



20, —5, — 4, — 3, 5, 
2, 5, 10, — i5, 1. 



:>c 



iV = - - 



u 5 — :> 



élimine j = — 5, — 4» — 3. 



92. i' = 2 (lonn(î 



2 



I 
7 



__ 9. 



or on li*onv(î 



P = - 



10 



7 



1)3. I{ov(»nons an n" 87 el faisons y =z — 2. On a d'abord 



3 



u 



I I 



12 



npialion <|ni n^i ])as de solutions si Ton a simultanément 



u 



^5' 






<^ 



ou 



5|>I, |^|>i, |«|>3. 



D'ailleurs on a 



ina\. 



a-; 



----i, d'où 



3 



12 



^I, f/=::i,2. 



9î. // -<- I donne 



I 
7 



3 
5' 



t -=7. J, 10, 



Ut» peul donner ({u'une solution déjà trouvée. 



l)%'ï. // ' i donne 



I 1 

3 " 7 ■" 



10' 



I. 10, 
10, I 



ne peu! donner tjuune st>lulion déj;\ Irouvée 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. 1/4 l 

96. Revenons au n® 87, et soit y = — 3. La première équation devient 



3 I I 3i 
u z t i5' 



elle n'admettra pas de solutions si Ton a simultanément 



3 


3i 


I 




^45' 


— 


u 


<*» 



3i 



i 
1 



3i 

<45' 



ou 



|W|>4, |5|>I, 1^1 >I 



On a 



max 



•G"^0^5 



i5 



3 
u 



< _ • 
= 3' 



cette inégalité ne peut être vérifiée. 

97. Revenons au n® 87 et soit y = 3. La deuxième équation donne 



2 



3 _ 26 
i' i5 



laquelle n'aura pas de solutions si Ton a simultanément 



26 
40 



I 
1 



26 
<45' 



3 



< 7^ OU bien 
4o 



l^l>3, 



0>i, 



r I > 5. 



98. Soit ^ = 3, Téquation devient 



3 _ I __ j6 



/ = - i5 est la seule solution; elle donne 

99. Soit|^|>3, |/|>3, 



max 



• (i - 7) - 4 



26 

i5 



d'où 



^' = I, 2, 3. 



p = I donne 



I 
7 



i5^ 



''V 



pour I <3 1 > 3, I / 1 > I pas de solutions. Or, ;; = 3 donne 



/ — Il 

* 19» 



F. f/|2 E. LE VAVA>>CrE. 

1(K). i^ = a donne 

on en déduit 

I I f 

u z 6 
(jui est plus simple à résoudre; elle donne 

5=z:— 4^-» — 24» — i^» — i-^» — 12, — lo,— 9, — 8, — 7, — 5, — 4, — 3, — i3,6. i2,3o, — 6: 
j'en conclus 

-3 zz: 6, 12, 3o, 

/ :=: lO, — l5, — 6, 

comme solutions communes. 

D'ailleurs w = ^^ élimine 5 = 6, 12 et îo. 



101. ^ = 3 donne 



2 I II 

z t i5 



qui admet pour solution 5 = 3, / = — i5; mais, pour z = 3, / = — i5,on a 



I» XX* 



102. Revenons au n° 87 et soit y = — 4- La première équation donne 

-z= i — i=ri5- 

li Z t 10* 

il n'y aura pas de solutions si l'on a simultanément 

|//|>4, |5|>I, \t\>i. 

Comme on peut supposer 1 5 1 > 3, | / 1 > 3, on a 

/ 1 I \ i 
max. ( - H- - ) = -, et, par suite, 
\z t j 2 

d'oi'i 

U =:: 2. 

w = 2 donne 

f I 2 



3 _ £9 
// 10 



<'-, 



SYSTÈME d'équations AUX DÉUIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. 1^3 



d'où 






i5, — 5, — 3, — 2, lo, 
3,-5,-15, 10,- 2, 



et / = 5 = — 5 donne 



(' = 



10 
9 • 



103. Revenons au n*^ 87, et faisons y = 4- 4« I-'^ seconde équation de- 
vient 

2 I 3 33 

z t (' 20 

Il n'y aura pas de solutions si l'on a simultanément 



D'ailleurs 



|g|>3, |^|>i, h'|>-^- 



'"•'^^- (? - 7) " ^ 



donc 



33 _ 3 
20 (♦ 



^=1- 



donc 



r= 2, 3. 



p = 2 donne 



20 



d'où l'on conclut 



I 

a 



1 I 

V 



I I 



w 



i3 



20 



I I 



_ »9 



// tr 20 



dont les solutions sont 



M = 1, — 20, 



«r = — 20, 



donc, pas de solutions. 



104. p= 3 donne 



1 
7 



20 



(1*011 p = 



60 

7 



105. Revenons au n** 87, et soit^ = — 5. On a 



a z t b 



F. I \k 



E. LE VAVASSEt'K. 



i\\i\. (Kiur £/ ' >- î. j ' > I , r > I • n'aura pas de solutions. On a 



max.i - -^ - ) = r> d'où 
'5 // o 



9_ 


3 


<£. 


mr 


"• 


- ~» 





« 


~0 



*'l, par »uiu\ £/ =r 2, qui donne 



f f 



— — , d'où 
10 



3 

2 



UKî. Hevenons au n'* 87 et soit^ = h- 5. On a 



3 8 



I 






qui n'aura pas de solutions si Tona simultanément \z\ > 3, j/] > i, \v\ > 5; 
on a 



/2 i\ 3 ,. , 

max.i 7 ) =^ r > d ou 

\5 // 3 



3_ 8 
r 5 



D 



i*ty par suite, 



i''= 2 donne 



r -=. 2, 3. 



2 I 



10 



I I 

// z 



10 



I I 3 

- -+- • 

z 



— :=: v> 



I I 



_ 9 



u w 10 



tv = I, — 10, 



M = — 1 0, 



i; 



rlonc pas de solutions. 



107. t' = J donne 



2 I 



3 


I f 2 
// >3 l5 


I I i4 
Il' 5 i5 


1 ] 16 

// w ~" i5 




u— \, 


u — i5, 






KV l5, 


%V ■ I. 






c — 15, 


/ — — *-»• 





On trouve 



flonc pas de solution. 

108. Revenons au n® 87. On a 



2 I I 
inax.i - 



r 



d'où 



7 
5 



3 



(< 



=3 
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donc 

W =r 2, 3, 4> t' = 2, 3, 4» **' = 2, 3, 4» 

D'ailleurs, en ajoutant les trois premières équations membre à membre, 

on trouve 

* . ' . '—7. 



u V \v 5' 

donc pas de solutions. 

109. Revenons au n® 26 et faisons a; = — 4- Le système à résoudre est 
le suivant 



2 

y 


I 

4» 


I 3 3 

7 H -> 

t U 1 


2 2 

- H 

7 - 


I 3 3 

- 7 -h - 7, 

/ /? 4 


2 


I 


I 3 3 

- 4- - - » 
y V 1 


2 2 


1 3 3 

s </ 4 


2 

7 


I 


1 3 3 

- H -> 

^ tV 2 


2 2 


I 3 3 

h - 7- 



Si Ton a simultanément |jK I > 5, | z | > 2, | / 1 > 2, | « [ > 8, pas de solu- 
tions. 

Faisons d'abord varier y dans l'intervalle — 5, -h 5, en évitant les va- 
leurs 2, — I, — 5 qui ne pourraient que nous donner des solutions déjà 
trouvées. 

1 10. Soit y = I . Prenons l'équation 

2 I 3 5 

Z 1 V 2' 

elle n'a pas de solutions si Ton prend simultanément |2?|>2, |/|> i, 
|i-|>3. 



111. Soit ^ — I, on a 



^ 1 f 

-h - zzi ^, 5=ri, 4; 

V 2 



la solution y = ^ = 1,5 = 4 donne une solution qui rentre dans une solu 
tion plus générale que nous trouverons plus tard (146). 
y =r ^ = 5 = I donne 

Fac, de T. -- \IU F. I9 



112. z 



2 donne 



R. LE VAVASSEUR. 



3 ■ 



r / 



- '^ 



i rionne 



— n 



113. Soient jz ^a, /I>2, ona 



max 



(3-^)= 



I, 



p = I donne 



I 
7 



3 d ^ 

21 

2 r - 



I 

— > 



i'^ f , 2. 



^ - — '2, — 8, — 6, — 5, — 3, — 2, 4, oc, — 4, 
/— 3, 4» ^» "o, —6, — 2, 1, 2, oc. 



if^ 



9.Z 



2 



élimine z =-= 12, — 8, — 5, — 3, 



4 



114. i^ r- 2 donne 



2 I 3 

-, ---I, don P^-7 



115. Revenons au n** 109 et soit^ = - 2. L'équation 



3 ^ _ I 5 
// 5 ^ ~ 2 



n'admettra pas de solution si Ton a simultanément |tt| > 3, |z|> i, |/| > i; 
on a (raill(Mirs 



inax 



•a-;)- 



d'où 



3 
u 



5 
2 



2 1 



M = I, 2. 



// I donn(* 



I I 
~z "'"7 



I 

— » 
2 



11 • 
ou 



'}., I, 3, 4, 0, 00, 2, 
1, 2, G, 4> ^« 2, X . 



4/ 






'|o" solution : ./• )• '|, 



»., / 4, a-b — i, crrj, f/zn*. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. \l{^ 

116. w = 2 donne 



I ] 






^ = / = 5 = — 2 donne 



^ =:— 2, 00,-1, 
5 = — 2,-1, 00 . 



1 17. Revenons au n** 109 et soity = — 3. On a 



i3 
6 



6 I I 

= -jry max 

Il z t o 

w = 2 donne 



•0^0^ 5 



il 

6 



3 
u 



<2, 
= 3' 



d'où Ton conclut 



1 
7 



r — ^ 



V 



7 • 



118. Revenons au n® 109 et soit y = 3. On a 



M :^ 2, 



I I 



Z t 



équation qui, pour | ;; | > 3, | / 1 > i , | p | > 4? ï^'a pas de solutions 
Soit ^ = 3, on a 



3_i 7 



d'où 



^ — — 6,-1,3. 



/ = — 6 donne 



w 



6* 



4 1 • solution : j:r=iyz=5 = 3, ^1= — 4» a ^=: b ^::^ c ^z l, // = 



119. Maintenant on a 



max 



•a-0 = 5 



p = 2 donne 



3 



1 1 
6" 



s|' 



I 
ï 



I 

3' 



i' == 2. 



t = —2l, —12, —9, 

3= 7> 8, 9, 



6, — 5, — 4> — 2, — I, 3, 6, 1 5, X, — 3, 
12, i5, 24, -12, —3,3,4» 5, 6, X. 



F, i/i8 



B. L£ TATASSCL'K. 



// = — -z élimine 



j — ^, 8, f), I 5. 2 i, 4, 5 ; reste 



- r= 12, 6. 



iv = ^ -^ -z élimine 



J — 12, 6. 



120, Revenons au n** 109 et soit^- = — 4. On a 



3 



// 



I I 
— - — 2, 



max 






£/ = 2 donne 






6, 
3, 



-4» 

4, 



/; 2 




3 • . 1 
2 _ -> 

u i - 2 


1 1 
/ 2 






3, — 1. 


2, 


X, — 2, 


6, 2,- 


1. 


-% X. 



11 = 2. 



42« solution: x ^=.y ^ z:=z iz^ — 4, a=z6 = c^i^rz|. 



121. Revenons au n® 109. Soit^ = /|, on a Téquation 



I 3 



_ j 



i'"^' 



rie plus 



donc 



max 



•a-o= 



v 



d'où 



Soit p ~ 2; on a 



(;— 2, 3. 



7 3'. 3 



4 



< 



" '= 7» 



2 I I 



4' 



donc 



I 
// 

I 

u 



I 



n;='' 



I 



3 

4' 



a r=: 2 , OC, I , 

iV iz= 2, I, 00. 



donne 



3 - - 4 d'où 



I 
1 



3 

4 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l/jQ 



^^^ solution : x zzz y z=i z =^ ^^ izzz—!^^ rtz=6=ic=:|, r/=|. 



w = «^ = 2 donne 

122. p = 3 donne 

2 I 3 

qui n'a pas de solutions si Ton a | z | > 5, | ^ | > 2, 

"* _ ■; I est la seule solution, déjà essayée d'ailleurs. 

123. Revenons au n** 109, et soit y = 5 ; on a l'équation 

2 I 3 17 

z ï V 10 

qui n'a pas de solutions si l'on suppose simultanément |z[>3, |/|>i, 

kl>5, 

max. f - — - j =: ^, donc 



I2_3 

10 V 



3 



<g, . = 2. 



r = 2 donne 



2 I I I I 3 I I 7 I i_ 

z t 5 u z 10 w z 10 u sv 



W = 2, 00, I, 



W=. 2, I, 00, 



5 = 5, ^ = 5. 



44° solution : j:=y = 5=i5, / = — 4, ar=:6 = c=:J, d =z-^. 



124. Revenons au n** 109, et supposons |/|>5, |z|>5, |/|>5, 

d'où 

3 _ 3 

2 u 



/2 I l\ 2 

IX. 7 = Q' 

1/ =1 2, 3, i> 1= 2, 3, ivz=z2, 3. 



<-, 
= 3' 



D'ailleurs 

I I I 3 

- H h - =-; 

1/ t' w 2 



f >. 



It. U, UTiVHLT», 



A /// rN-'/^r '. // 'A^ f/pU^*i^il vr^!^, ^>ri ;ï ;*!'>r* 



J'/O/ 



v 



Oo \ihiist* «|/#r« 



^'f, |f>ir «imM^s 



u I 1 

y ^ /' 

■t I I 



î 



f I I 



^ y 



I f f 



yz^z^L 



y 1-4, 4, 2, 3, 5, 0, 8, 12, 9,0, x, 4. 



roiif^'ti vrn \ti\i*uvH i\r y ilonricrit des HolutioiiK, savoir : 



i*i" ^nluHnh / >' 



I '4, / /|, ^/ - ^ z= C =: f , <i = -j^. 



\l\'^nlnffnh .r ) 3 r», / • /|, r/ />» r-= c := |, ^ = 3. 



i •' millitinh 



r ) 



* 



H. / 



|M" ^ttlhfhtn » » «1 1». / 



m' s^^htih^h ♦ I »i 10, / 



>»♦•• \>^htfh*f* 



» » .^ • » 



I* 



I* 



ri /; . c —. J, 



</ : h .: C= |, <f = |. 



n b"-c-zl, ^ = ni 






«1 /) c- J, </ ={. 



t )A HoNououMau u'* J(i» ol faisons.!' 



;^. Lo systoino dVqualions à 



\ 


\ 


\ 


:i 


.\ 


t 


1 




> 


1 


1 


• 


i 


i« 


r 


i 

% 


• 




r 




\ 


\ 


\ 






ï 


> 




\ 
>> 


> 


,• 


f 


\ 


« 


x^ 


■f 


% 




* 




^ 


^ 


\ 


.^ 


> 


» 


> 






i 


t 


^ 


% 


\^ 


V 


V 


4 




* 





SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l5l 

Si l'on suppose simultanément |/|>4î 1^1 > 2, |/|>2, |p|>7, la 
première équation n'aura pas de solutions. 

126. Soit y = i. On a 

?.__ i ? — ?. 

pour I / 1 > I , I z I > 2, I i^ I > 3, il n'y a pas de solutions. 

/ — I donne 

2 3 II ^= i> 

-H ^^T' ^ o 

z V ô z — o» 

.r == j^ = I, ^ = 3, / = — 3 donne une solution; elle rentre dans une 
solution plus générale que nous trouverons plus tard ( 146). 

127. -3 = — 2 donne 

3 I II 



i' ^ "" 3 ' 



qui n'a pas de solutions. 

128. Supposons | z | > 2, | / 1 > 2, d'où 



inax.(- -) I. 


8 3 
3 V 


Si, 


(- I donne 




I 2 I 

t i^3' 


I I 2 
z w 6 


Z — 


3, 3, 


/— — 


3, 1. 





VZZLl. 



Nous aurons la solution suivante : 



^i*^ solution : xz=zyz=zz^:i — 3, ^=1, a = &ziic = |, dz=z\. 



129. Revenons au n*' 125, et soit y = — 1. On a l'équation 



3 _2 _ it _ 8 
u z t 3 



laquelle n'a pas de solutions si l'on a simultanément |tt|>3, |5|>i, 
/|>i. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. 1 53 



Essayons z = 3, qui donne 



3 



I 
t 



4 



l = — 3, —1, 6. 



/ = o donne 



132. On a alors 



iVZ=^. 



max 



'{l-7) = V ^'^" 



3 

2 — - 



'4' 



V = 2 donne 



I 
F 



— 9 

2 



V =Z 2. 



/ = — lO, — 



6, — 4» — 3, — I, 2, 6, 00, — 2, 

6, 8, 12, - 4, 2, 3, 4, 00. 



// = 



6;: 



élimine 5, 8, 4? ^v = 



z — I 



élimine 6. 



133. Revenons au n° 125, et soit y = 4- On a l'équation 



2 I 



3 23 



V 12 



qui, pour |s|]>3, |/|>i, |i;|>4, n'admet pas de solutions 

On a 

(2 i\ 3 23 3 

"7J = 4' 



max 



12 V 



r = 2 donne 



2^12 



I I 

- H- — 
// il' 



^1- 




r_2, 


I 
u 


— 


I I 

-4-7» 

z 4 



^u 



4-w 



iV = — 12, — 6, — 4> — 2, 6, 00, — 3, 

u :=— 4» —6, — 12, 6, —2, —3, 00. 

élimine w = — 6, — 3 ; pour 

« = — 4, 6, 

Zz=: — % — 12, 



:; = — 12 donne 



Fac. de T. — VII 



/— — il 



F.20 



On , 



• - (J-, IkfkAUT*. 



,.,.('[ .;, ,, j : •.. .• 



/[ . iVm'wi- /(, 



K, -n, -i, - j, f,. -3. 
i. î, fi, • 3, I, «. 



-1, ^», 



■itr *iiliiih>ii ■ / )- ,1, t ï, / -fi, « t r. 



TH. M*'VcrKiri« hii ri" 151, ctnoUj:- /|. f )n a 



'"I " '|iii 11'" I'»» '!'■ «"Iiili"n« I I- 1 = I > 2, I ( I > I , I H > 'l 

(lu II 



/. i\ :i |„ .11 3 
■I, ij /,■ |/, ,.| «• 



r I ilMIlli 



li;. I iil.illlin 



SYSTÈME D*ÉQUAT10NS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES S1MULTA>'ÉES, ETC. F. l55 



137. Soit|:;|>2, 1/|>!2, ona 



max. 



I 
7 



= u 



3 



^i, 



(' 1= I. 



r = I donne 



«/ ^— ^ C f 



1 I 
ir t 



t-=Z\, (30, 

2 z= 2, oo; 



/ = I, ;î =r 2 donnent une solution qui rentre dans une solution plus gêné 
raie, que nous trouverons plus tard. 




138. Revenons au n® 134, et soit y= — 2. On a Téquation 



u z t ^ ' 



qui, pour |w|>3, |j|]>i,|/|>i, n'a pas de solutions. On a 



ma 



-G^O^'' 



u =z i donne 



-^ 



3-^ 
n 



I 



$1. 



// = I 



— » 
a 



/= 2, 
z — ^, 



I, — 3, — 4, —6, c», 
1, 3, 4, 6, 00, 



2, 
2; 



III 23 

- = 1 > OUiV= 

iV z 1 3-1-2 



élimine 5 = 3, 4» ^• 



55*^ solution : jc izz y =z — 2, 3 = ^ = 00, «r=:/>c=l, r = r/=i 



139. Revenons au n*^ 134, et soit y = 3. On a Téquation 



2 I 3 7 

3 ^ (' 3 



qui, pour |:?| > 2, | /| > i, |p| > /|, n'a pas de solutions. 



F,i56 



R. LE VAVASSECR. 



On a 



max 



•a-o= 



r = I donne 





7 3 




3 ^ 


1 


1 2 


7 "" 


z 3' 



= I, 



(' = 1, a; 



/ = 



— 12, —6,-4, — 2, 6, — 3, 
2, 3, 6, -3, 1, 00, 



u = 



3^ 



2C -h 3 



TT élimine — 4 



140. i' = 2 donne 



2 I 








5 
^6' 


3. 


4. 


6, 


3, 




141. Revenons au n** 134, et soit y = 4- On a 

2 I _^ 3 _9 



z t ' V 4 



équation qui n'a pas de solutions pour 
On a 



ir|>2, |/|>i, |H>4. 



"^^'^•(I^O^i 



r = I donne 



142. r = 2 donne 





9 3 

4 '' 


^1' 


I 2 3 

< s 4' 


^--4, 


/ — 


: 4. 





r:= I, 2. 



2 I 



« ~4 



Z — 4, 

^ = — 4. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I J7 

143. Revenons au n*^ 134. On peut supposer Ij/'I > 4? |^|>4j|^|>4» 



max 






2 



3 
u 



<4, 
= 5 



et de même 



V z=zw=. 2. 



Or on doit avoir 



1 I I 

— I 1 — =2, 



il y a contradiction. 



U=Z 2j 



144. Reportons-nous au n*' 26, et soit j? = i. Le système à résoudre est 
le suivant : 



Prenons 



3 2 

— h - 

" 7 


1 


1 

-7=-'' 








2 2 

h - 


J 3 


3 2 

- -h - 

V z 


I 

t 


I 








2 2 

?^7 


I 3 


3 2 


I 
7 


I 

4» 








2 2 


i 3 

h - =^. 

7 '• 






2 2 


I 

7 


-h 


3 


2 • 





pour 1^1 >4, 1^1 >'4j l/l >2, [/"l > 6, il n'y a pas de solutions. 



145. Soit^ = I, 



2 2 3- 

- -h - 4- =3; 
z t r 



pour I J I > 2, 1 / 1 >• 2, 1 r| > 3, pas de solutions. 
Soit z = ij 



2 3 

7-^7 = ' 



t^=—kf —1, I, 3, 4» 5, 8, 00,2, 



3/ 



p = -—-r} élimine 3, 4 j 5, 8, oc. 



S'y" solution : x :=: y ^n z r=z t :=^i y a=:b=zc=idziz\. 



F. l6o R. LE VAVASSEUB. 

159. ^ = y = r = 3 donne 



60' solution : x = 



160. /> = y = 2, r = 3. On a 

/<.//■ 3 5 
les autres essais sont donc inutiles. 

161. Revenons au n" 26, et soit x = 3, Les équations à résoudre sont 

a_ij^ 3_r 3 3_i 3_4 

a_i_i 3_i a a_2 34 

s ( ^ c~3 r^3 7~3 

aji_i 3_| 2 3_^ 3_4 

t } l^ ,^- 3' s'^ i y'^7-~r 

Prenons rétiuation 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. iSq 



On a 



'""'•('-^?)"'' 



9_3 

4 r 



^ I , /• iz: 1 , 2 . 



r = I donne 



« I 3 

-=-g, clou 



''^-l 



\ol. /•= 2 donne 



I I 3 



8 



152. Revenons au n^ 144. Supposons |/|>4j | ^| > 4? I^| >4, 



a I 



donc 



On a d'ailleurs 



I 

y 



I I 



max. — 1 —I, 

\7 - V 




p- I, 2, 3, 




<7 — I, 2, 3, 




/• "1,2, 0. 


I I 

-H h 

P 7 


f 

- — 2 avec 



3 

2 



^i; 



max 






153. p = q = r = i donne 



I 

y 



I I 

7 



— I 1 — 1= — i; donc 



I 

y 



I I 



3 
> . 



154. p z=: q = i^ r ■-= 2. donne 



t=zz=zoc, jizi— a (ooir la 54* sol ulion) 



1 55. p = y = I , /• = 3 donne 



y — 



156. /> = ï, q = r= 2 donne 



^ z= 3 (déjà essayé). 



157. /> = i, 7 = 2, r— 3 donne 



/=! 



158. /? = I , y = /• = 3 donne 



^=z: 



l\ |(hi 



R. LE VAVASSEUR. 



loi), p = q =z r= 1 donne 



y = z = t=z6. 




160. p =: q =: 1^ r = 3. On a 



I 1 I 2 3 

p 7 r — Z^S' 



le> autres essais sont donc inutiles. 



161. Revenons au n® 26, et soit x = 3. Les équations à résoudre sont 



a 1 1 


— 


3 1 
u V 




2 2 

- -h - 

y - 


.3 4 

/ ^ p 3' 


a 1 I 

- / y 


— 


3 1 

:• 3' 




2 2 

- -\ 

^ y 


' 3__4 

1 — 5> 

Z q ô 


2 1 1 

1 ^y^z 


— 


3 1 

a 3' 




2 2 

3 "^ r 


I 3 4 

y r 3 


équation 
















2 2 

V Z 


1 

7 


3 4 
■"/> 3 





IV»ur V >C>, |-|>(k :/|>3, |/>|>9. il nV aura pas de solutions. 

162. Soit V = — 6; l'équation devient 

2 I 3 5 

- / P 3 

Pour : j * > 3. j /| > I . |/> I > >• cette dernière n'a pas de solutions. 
L5«:io< ^ = 3, cela donne 



P ' 



=^l. /=— 4, —2, 2. X, — I 



La «eole <«Mulion à essiiver est / = ac: elle donne 



'/--î- 



SYSTÈME d'équations AUX DÉHIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l6l 



163. Soit I j I > 3, / 1 >^ 3, on a 



max. - 



•\_3 



5 _ 3 
3 p 



< 



yo 1= 2, 3. 



p = 2 donne 



2 I I 



/ G 



; ï 



I 

9 



1 2 



3' 



d'où z=—3, 1, 2, 3, 6. 



61*" solution : j-=:j = 6, 3^3, ^ = — 6, a=:h^il^ c = |, ^=3 



164. p = 3 donne 



2 I 2 

^ ~ 7 ~ 3 



/== — (), :? — 4 donne 



^ ^ - 6, — 3, 



4» 



7 = i 



2, I , O, 00, 

3; 



165. Revenons au n** 161, el soit^ = 3. On a 



2 2 3 > 

tri 



Pour I 3 I > 3, I / 1 > 3, I /• I >• j, pas de solutions. 
Soit z =. 3, on a 



2 3 

7 H- - - I, 
t r 



t——k, —1, l, 3, \y 5, 8, oc, 2. 



62*^ solution : 


jr y z — t — 


3, 




a b c d 


5 




03^ solution : 


X y z -Z, 




^ 4, 


abc p\, 




rf i. 


G/i" solution : 






/ 5, 


rt /.^ c |, 




rf i. 


05*^ solution : 


X —y —z — Z, 




t 8, 


« ^ c |, 




rf_ ,-,. 


66* solution : 


X y z Z, 




/ 00, 


a ^ c *, 




rf 1. 



Foc. de T. — Vit. 



F.2I 



F. 1G2 



R. LE VAVASSEUR. 



166. Soit I j|>>3, 1/1 > 3, on a 



max. - -h 



r = 1 donne 



?)- 



3 



3 
r 



= 1, 



r=2, 3, 4; 



I 
1 



12 



I 
7 



I 



I 



6' 



P — 



t — 



2, 3, 4, 
— 12, 12, 6, 

— 4, —12, 00, 

3, 6, 12. 



I 



I 



12 



^"j^ solution : j^=>^' = 3, ^ = 6, / = — 12, a^=ib:z^ 



4> 



6'=: 



11» 



^/ = 



1 

3» 



68« solution : .r = >' = 3, ^ =z 1 2, / =: 00, n:=:ib =1 



V» 



c = f 



1 

i» 



3 
12 



167. /• = 3 donne 



I 
l 



/ = — 6, 2, 4> 6> '2, 00, 3, 
w= 2,-6, 12, 6, 'i., 3, ». 



69* solution : jf = y = 3, ^ = 4, ^=112, a :^ h ^=z 



:»» 



— - t i» " — 11' 



70* solution : .r = k = 3, 3 = / = G, 



a 



— b — 



t 



C 



d=\. 



168. r = \ donne 



I I II 

1 ~ 



24' 



/ = 3, 3—8 donne une solution déjà trouvée. 

169. Revenons au n*^ 161, et soit y = /j. On a Téquation 



3 _ 19 



t r ' 12 



qui, pour | j | >► 3, /| >► 3, jrl >> "î, n'a pas de solutions. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉniVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l63 



On a 



max 



•a-o=" 



19 _ 1 
12 /• 



_ 1 , /* — - 2, ôf l|, •>• 



/• = 2 donne 



I I I 

J"^7 24' 




I I I 

IV — 8, 2, 
r _ 2, 8, 


I I I 

- — - -f- -. , 
il* z G 

3, 4» 8, 24, 
24, 8, /*, 3. 


I 


7; cliinine 


«* 


- 8, 







6 — il 






G, 12, 
8, —24. 



U 



p = — ^ élimine f = — 2\: a = — ^ élimine 



ir — 8 



J = G. 



170. /• = î donne 



1 1 



/ . 



t ~ ^A' 



pour I j I > 6, I / 1 > G pas de solutions. 



/ = 4, 6, 

;; = 24, 8. 



iiz 



12 



élimine ^ 1= 8. 



71° solution : j? = >' n= 4, ^ = 3, f = 24, a =: /^ = |, c == | J, ^ =r j*j. 



171. r = /i donne 



1 
7 



1} 
12 



/• — — . 

^=G. 



j?.'' solution : .rzuir = 4> 3 1= 3, / = 6, a—-b^=.^-^^ ^="5» ^/— i. 



172. /•= 5, on a 



pas de solution. 



/ 120 



F. i6l 



K. LE VAVASSEUR. 



173. Revenons au n** 161, et faisons^- =^ 5. On a 



3 26 



7 -! — — Z » 

t r i.> 



équation qui, pour | j | > i, | / 1 > 3, I r| > >, n'a pas de solutions. 
On a 



max. ( I -^ 7 1 ~ - > *» ^*' 



;23 _ 3 



/ 

4 

•i 



/ — 'Ti, 3, 4 



r ^= 2 donnt,' 



I _ I 
7 fki 



. , donne 
2 ^^ — i.i ^ 



1 


1 


I 


1 


i* 


/ 


^6' 


il" 






i' 


3, .'1, 






il' 


Tk), 10. 



a -- 3L"- 



1 


1 


1 


~ 


7- ' 


— ^- 


— — 


>- -^, 


b 


i' 


♦i' 


20 



7 • 



171. /• -- i donne 



I I 





1 

10 


6, 


•"». 


10, 


i5. 



!.>/ 



' ~ '< / -h 1 5 



-. élimine / = (i. 



73** solution : .r z=-. y -z 5, ^ - 3, / =r i5, a —. h z=l |, 



c 



ï± d — '- 



17."). r = \ donne 



I I 



4/ 



/ 120 



I» » 
OU 



// 



120 

73" 



17tt. Revenons au n*' 161, et faisons y = (J. On a 



- -4- 



2 3 3 



/• 



|»oui- I :;^ I > h I / 1 >> 'i, I /'I ^ 6, pas de solutions. (.)n a 



m 






3 



3 



4 

- > 



/• 2, 3, 4. 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. l65 



/• = 2 donne 



;;=-/, 



I 1 I 


I I I 


- 4- - -. > 


— — - H- ;;> 


V> Z o 


n' z 6 



1 I 

-H 



i 
3' 



t»' =^ — 6, 2, 4> 6, 12, 00, 3, 

i» = 2, — 6, 12, 6, 4> 3, oc. 



6ir 
♦r — 6 



3= 3, — 3, — 12, 00, 12, 0, — 6, 

^=—3, 3, 12, 00, —12, —6, -1-6. 



35 



35 



éliminent la solution — 12, -f- 1 2. 



74« solution : 


.r _ j- _ 6, 


< — — 6, 




a h- 1, 


'^ 3» 


'1 1- 


7.')« solution : 


x_7_oc. 


«» — 0, 


/_-6, 


« 6 1, 


*- 6» 


d \. 



^11. r = 3 donne 



I I I 



t = — 12, 
— "\ 



9 _ 



2, 3, 5, 6, 8, 12, 20, oc, 4» 

iik, — 12, 20, 12, 8, 6, 5, 4, oc. 



7r)«^ solution : x = j* = 6, 



=: 3, /=:I2, a =z b =z -^^^ ^ ^= J» ^ ^= ^. 



178. /• = 4 donne 



1 _!__ 3 

i —S' 



pour I :; I >► 5, | / 1 > 5 pas de solutions; or >3 = G donne 



t = 



s • 



179. Revenons au n° 161. On a 



d'où 



inax. ( - 



4 



3 ,5 
— - - > 
P ~ 1 



Py 7. ' 



— 2, 3, 4- 



F . I ^;f; 



R. LE VAVASSEUR. 



On a crailleurs 



I I 



7 



ô» 



P y ' ^ 



ni 



/ II i\ 3 



180. Soient ^> = y = /• = 2, ^' = -j = / = — 1 8. 



77" solmion : x z=l y ^z z ^z — 18, / = 3, c/ m ^ = r = ^, «/ = |-J. 



181. p =1 q — *i^ r =: i, / = j = 18, 






" — 1' 



182. p = q = 2, r = ^1, ( =^ z = c). 



V — ? fi 

J 5 



P — 2j r = q = i donnent 
p = 2, y = 3, r = 4 donnent 
p = 2, q = r = /\ donnent 



t:=6. 



t — • 



/ — il 

t 5 . 



183. p = q =z r = 3 donne 



y = z-t = c). 




184. p = q = \ r=/|, 



III 53 
t z y 12 7 



Les autres essais sont inutiles. 

185. Revenons au n° 25, et soit x = 'j. Les équations à résoudre sont 



<• • 
J 

2 
1 



3 



I 
/ 

I 

y 



i 
1 

y 
I 



// x 



3 



i' x ' 



5 I 



-H 

y - 


I .i ;> 

7 ' /> 4' 


• 


I 3 5 

- -+- - 7, 


'X 'X 


1 3 5 



y 
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Prenons réqualion 



9. 
1 



I 

y 



3 

r 



y 



|)()ur l-^l >6, |/| >G, |y I > -i, l'*l > 9 ^' ri'y a pas de solutions 



186. Soil/ = — G. Ona 



•>. I 



3 
P 



19 
12 



(jui, pour I :î| > '3, |/| > i, |/>| > N n'a pas de solutions. 



ma 



-0-0=1 



£9 _ 1 
12 /> 



<3 

-V 



/?=-?., 3, 



p = 2. donne 



9. I 
^ ~~ 7 



12 



<7 12* 



cette dernière n'aura pas de solutions si Ton a simultanément 

l7l>^- 



:^l>3, 



7= '^s 
-3=12, 



7 = 3, 



4 



:; =z 4 donne 






79** solution : a- = j^ = 1 2, v = 4» / :-= — 6, r/ .z. A 1=- ', <' =^ |, ^/ - - 17. 



187. /> =: 3 donne 



_ / . 



12 



pour I z I > G, [ / 1 >- '} pas de solutions. 



/ =1 — 12, — '1 



». 



r = 4i / — — 1:^ donnent 



7 = 



!• 



188. Revenons au n" 185, et soit y = /|. On a 



2 2 3 3 

- 4- 7 -h - =: -, 
5 / /• 2 



(pli, pour I ^ I >► 'i, I / 1 > 1, U' I > t>) n'a pas de solutions 



F. i^>8 



R. LE VAVASSELR. 



Soil z = i, on a 



2 3 



^:--i, -1, 1, 3, 4, 5, 8, X, 2. 



lit 



7 élimine 5. 



8o' solution-: 


X y — z — t — 


4, 




a h c d 


lî- 1 


Si*" solution : 


X — y — z — !x. 




^ 8, 


a — b — c — \, 


d-{. 1 

1 
1 


8'i" solution : 


X —y — z >-4. 




/ X, 


a b c \^ 


d T^. 



181). Soient maintenant |z j > 4; |^|>1^ 



max 



•(^?)=i 



3 

2 



3 



D 



r=: 2, 3, 4 



I' = 1 donne 



W -^ "^ fcf 



I I 



I 

7 
4 



I I I 



7' 



7' 



I 



I 

7 



2 



7 = 

/?=: 



2, I, 3, 4, 6, 00, 2, 

1, —2, 6, 4, 3, 2, 00. 



4/> M- • 

-^^-^7 eiimme p = 
/> — 4 '^ 






4y M- • 
= 7—^— elimme <7 

4-7 ^ 



= — 2 



:; = 12, 00, 4. 



^3"" solution : x^z:y=i^, z^=zi2, t^ — 12, a=z^z=J, c =z ^, r/=^. 



84" solution : .r =: j z= 4, ^ m 5 =: 00, 



«:=/;=i|, c = r/ = J. 



190. r= 3 donne 



I I I 



< ~/» 



/ zz: — 12, — 4) 2, 3, 5, 6^8,12,20,00, 4» 

-j — . 3, 2, — 4-, — 12, 20, 12, 8, 6, 5, k, «, 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. 169 



123 , 



q = elimme o, 20. 

^3 4-12 ' 




191. r = 4 donne 



I I 3 

-j- — — — • 

t -8' 



pour I z I >► 5, I / 1 > 5 pas de solutions. 
:? = 5 donne 



/_iO 

L 7 



192. Revenons au n° 185 et soit j^ = 5. On a l'équation 



2 2 3 5 I 29 



^ r 4 5 20 



qui pour | z | > 4, | ^ | > 4 ? | r | > 6 n'a pas de solutions. 



max 



•a-o=i 



29 _ 3 
20 r 



<|, r:=.2, 3,4. 



Pour r = 2, 



II I I I 3 w „ 

1 rz — 7— , -1= 1 > 5 = 5, 00, — 20, — lO, 

z t (\0 q z 10 



l =z ^^^ élimine 2 = 5, 3o, — lo. 



zz=. — 20 



40 



donne 






193. r= 3 donne 



^ 4^ i3 



194. r== 4 donne 



I i ^ 



t 20 



d'où 



Fac. de T. - VIL 



20 



F.22 



F. 170 



R. LE VAVASSEUR. 

195. H(»venonH au n** 185 fît faisons y = 6. On a Téquation 



'À 



3 _ 5 ' __ '7 



/i 6 12 



c|ni pour 1 5 1 > 4, | / 1 > /j, | r | > G n'a pas de solutions. 
On a 



max 



('À 'à\ a 



17 SI 
l'i 3 



- ïï' 



r=2, 3, 4. 



1%. /• — 2 donne 



I 
7 



I 



■*■• .T7' 



I 
7 



1 I 



lu, 00, 



:w 



/; r. /élimine '//| et ( — 24). 



r 



il>7* /' J donne 



5 



f I 

5 * / u^i 



pan d(* HoliitioriH acrc^eptabN^s. 
lUH. /• 4 donne» 



I I 

c 



I I 



I 

r 



I 

7^ 



I 

7 






(), a» 4, 6, la, oc, 3, 
% — «, li, C>, 4, 3, » . 



I 
6' 



Sr>* .tfï////lV>W ; .r - >' .5 . C>, / -^ I* <?n:6 = rrz:^, (i:=il. 



tlKK Uo|H>rlons-nous au n* 185 ol soionl !^>* J > G, ! w j > 6, j / j > !>• On a 






r 



3 ' 



.> 



/' 



— % 



p =^ a. 3, 4» ^« 



IV plus 



1 




111 1 1 .> 


— . 


a 


— -j. -. ^ . — _ _♦-. _ ;— _ ^ 


> 

« 




Z i p Ç f^ A 



aviN? 






SYSTÈME d'ÉQOATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I7 i 

200. p = q = r = 1 donne 

^ = 3 =r ^ = — 12. 



87" solution : x ^=zy ^ z:=^ — 12, ^=^4? rt = ^=ic = J,, c^nzji. 



20 1 . p =^ q =1 1^ r =: 3 donnent 



,. 3 6 

y — — r* 



p ^=z q =z 1^ /• = 4 donnent 

^rz:/ = i2, jz= — 6, solution déjà trouvée (79* solution), 



p q 2, r 5 donnent 






/ 60 
C 7 • 


p 2, ûr r 3 donnent 






/ 36 

l 5 . 


/? 2, y 3, r 4 donnent 






/ 36 
l 7 • 


« 2, q 3, r 5 donnent 






/ ... 180 
t 4i • 



yy = 2, gr = r = 4 donnent 

< = 4> y = ^ ^= «>, solution déjà trouvée (84* solution), 
p = 2^ q = ^j r= 5 donnent 



/ 60 

t 17. 



P = iy q = r = 5 donnent 

/ 60 

* 19* 

P = q = r ='i donne 

y =z Z=: t=z 12. 



88* solution : J? 11= 4» J z= J z= ^ :=z 1 2, « = ^ = C =:^ y^^, dzn^, 



202. ^ = y = 3, /•=4 donnent 

/ '. Z6 

* & 

p = q z=3, r = 5 donnent 



180 



' — "3 1 



F. 172 



». LE VAVASSErR. 



t^ V. 



y; -- J, y izz /|, r:^ donnent 



/ 



y z t %:> 7 



K?M aijlnrH cKHaiH Hont inulilen. 



''HY*\. H^rvenonn au n" 20 et faisons o: = 5. On a à résoudre le système 



'A 

y 


f 

z 


1 3 


3 
5' 


A 

Z 


9 

7 


1 3 


3 
5' 


'A 


f 


1 3 


3 


7 


y 


■ - ♦ 

z iV 


r/ 



022 

-H h - 

P y ^ 


I D 

ï 5' 


3 2 2 

-H h 7 

7 7 ^ 


I 6 

— ^ » 

z 3 


3 2 2 


I 6 

y ^ 



Pn'fioiiH rrriuiition 



2 



2 



I 
i 



3 



6 
5' 



pour |y 1^(1, 1^1 >0, |/|>'l, |/>| > 10, pas de solutions. 
2()î. iMiinoriH y ■ (l, on a 



2 1 



3 



(> I 
.) 3 



23 



lô 



ptMir I 5 I > *J, I / 1 > 1 , 1/* I > ^, (uMU* tMpialion n'a pas de solutions. On a 



nui\ 



■Cl :) 



3 






3 



3 
— > 



/) =: 2,3, 



r 



u donne 



•i 



I 



— % 



on 






2 



;ï = î dvM\no 



I 



s 



K> 



1 
7 



i3 



coMo doinioiv i\|ualÙMi u\i ^ms do solutions. 
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205. Revenons au n° 203 et faisons j^ = 5. On a 

2 2 3 7 

7 H h- = ^> 

t z r O 

qui pour |^|>4? | ^|!>45 |r| >6 n'a pas de solutions. On a 



/2 2\ 4 

\l z) 




7 




— 


3 


<4, 
= 5' 




r — 2, 3, 4> 5' 


r — 2 donne 












2 2 I II 
t z lO V t 


3 

H » 

lO 




I I 


4- 


3 1 i 

— > - H 

lO i^ il' 




c — 


^y 


20, 








tv 


— 


20, 




2, 







5 



, donne une solution déjà trouvée 

z A. 1 



I I 

20 



206. r = 3 donne 





I I I 

t z 


r 4 donne 






I 1 i3 

7 H- --- 7-1 
t z L^O 


r 5 donne 


1 




t 



d'où 



d*où 



U =z 



i5 



u = 



4o 



S =: — lO, 2, 3, 5, l5, 

l =z 2, — lo, i5, 5, 3. 




207. Revenons au n** 203, et soit y = G. On a Técpation 

2 2 3 4' 

-3 7 /• 3o' 



qui pour | :? | > 4, | / 1 > 4? | /' | > n'a pas de solutions. 



/2 2\ 2 

™«"-U-^7J = 3 



3o 



3 



= 3' 



rz=z 2, 3, 4 



F.I7/I 



R. LE VAVASSEt'R. 



r — 2 donne 



I 
7 



11 



I 
7 



I I 



r 



I 



r 



I 
p 



1 



y : - i<> (loiuir 



/• -- '{ donnt' 



r- - I donne 



Z' 

y 



= 2, lO 



> «Vf 



^ lO, 2, 



SO 

— T ' 



I I 



- -h r — ?-» d'où 

oo 



I 
ï 



- - LZ 

~6o 



d'où 



u 



20 
T 



6o 

u z:^ — 
I I 



208. l{t»v(Mious an n*» 203 et supposons 1/ 1 > G, | - 1 > G, | / 1 > 6, d'où 



/a 2 I \ 5 
nuix. — I ) = - 



6 
5 



3 
P 



<J, 



/>~2, 3, 4, 5, 6, 
</, /•:= 2, 3, 4, 5, 6, 



On a d'ailleurs 



I I t I I I 6 
y z t p f/ r 5 



avec max 



•(.^^0=' 



p --- (j :-. r .- '1 donne* 



I I 1 



3 

, y 

lO 



Z ^Z t =Z — lO. 



\)0*' SaiuitOit : .r :.. V •-- C =i — lO, / :=:: 5, <ï r= ft zl: C z= |, </= ^, 



209. Soient p - 2, (j - : !{, r = 3, /|, 5, (>; on a 



I 
>■ 



I I I 11 

_u — -+- — — 

/ /• 3o 



i>n a cfailleurs 



I 



1 I 
z ^ 7 



3 



•» 
o 



_ 9 
M /• ;> 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I 7-5 



d'où 



ç)or 

43/* — i\0 



pas de solutions. 



p = i, q = [\, r = 4» 5, 6 



u z= 



6or 



27 /' — 4o 



pas de solutions. 



p = 2, 9=5, /• = 5, 6 



3or 



u = 



i3r — 20 



pas de solutions. 



p = 2.J q =^ r = 6 donnent 
p = q = F^ = 3 donne 






y = ^ =: / ^ l5. 




210. p = q = 3^ '^ = 4? 5, 6 donnent 



45/* 



u = 



,-" > 



igr — 3o 



pas de solutions. 



p = 3, 9 = 4? r = 4? 5, 6 donnent 



i8or 

u = — > 

71/* — 1 20 



pas de solutions. 



p = 3y q = 5, r = 5 donnent 



I I I 6 I 2 7 3 

y z t ;> 3 :> 1 5 7 



donc les essais suivants sont inutiles. 

211. Revenons maintenant au n° 26, et soit x = — G. Le svstoine a ré- 
soudre est le suivant : 



3 3 I 

ti y z 


I 4 
ï 3' 


2 2 I 3 

y ^ ^ P 


te 


3 3 I 

1 — 


I 4 


2 2 I 3 

7 H h - 

^ y ^ *i 


te 

6' 


3 a I 

— + 7 


I 4 

i 3' 


2 2 I 3 

-4-7 h - 


te 

G 



F. 176 



R. LE TAVASSEUR. 



Prenons l'équation 



2 I I 3 4 



7 -t — «» 

t u 6 



pour |>^ I > 6, I i { > 3, I ^ I > 3, I « I > 9, il n'y aura pas de solutions. 



212. Soit ^ = — 6, alors on a 



I 5 



u 



t ""3 



qui pour |tt[>5, |j|>i, |/|>i n'a pas de solutions. 



•""•(1 + = 5 



3 

3 



3 
u 



= 3' 



Il = 2. 



U — 1 donne 






1 I I 

z^ l 6' 


III I 

V t 1 w 


I i 

- -f- -> 

z 2 




i'_i. 


r_2, 




w — 6. 


w 3. 



t' = I donne 



i^ = 2 donne 



/ — 2. 



/ ^ 00, z^=. — 6. 



I i ,"> 

i* w 6 6 



92* solution : j?=zvrz:5i= — 6, / = oc, a^^b ^c =^\y 



^i=l 



213. Revenons au n** 211, et soit^ = 6. On a 



3 2 I 3 



/ 2 



pour |^|]>6î |^|>4? |^|>2, pas de solutions. 



/2 l\ I 

max. ( 1 = - 



3 
2 



3 



2 



r = 2, 3, 



ç=z2, donne 



5 = 2/, d*Oll MUT 

t=Z 6, C30, 

5 =1 — 12, 00. 



6t 
a< + 3' 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. I77 



93^' solution : X =: y =z oc, 3 1= 6, l ^= — 6, ^ =: ^ :i:j f , t' = |, <y HZ A 



214. i^ = 3 donne 



'.? 



I 

•J5 



^ = — 10, 6, oc, 

3 HZ Oj Uj 4, 



aucune solution nouvelle 



215. Revenons au n°211. Supposons |^''|><^i | r j > 6, |/|>G, 



m 



4 



ax. = - 

\y - ^/ 7 



/ 

1 


3 




3 


w 


— "■ ' 

7 



u 7=: 2, 3; 



(le même 



t», tr izz ?., 3 ; 



mais 



I 

N 



I 



I 



y 



f 
A 

V 




d'où 


u -- 


>y 




(• — •>., 




1 

y 


1 


1 

~ 7 " ■ ~ 


I 








9. 


I 


1 


1 








^ 


/ 


y 


ê' 








•2 


l 


1 


1 








7 


J 


.«r 


3' 






» 


I 
7 


I 

y 


G' 


1 


H- 


1 I 

— -1— — > 

y î 




J = 


— w — 


X, l 


b, 








r = 


~i:?, 


t 


4. 







(V 1^ 3 , 



Prt.v de solutions nouvelles. 

216. Revenons maintenant au n" 26, et faisons x== +- 6. Le système à 
résoudre est le suivant : 



y - 


I 3 2 


2 2 

y - 


•3 7 
«■^/. 6' 


•X I 

:; t 


I 3 x 
y i' 3 


2 2 


'3 7 

376 


'?. I 

^ y 


I I 2 
-3 IV 3 


2 2 

3+ 7 


> , 3 7 

y 1' ^ 


, de T. — VII. 









F. 23 



K. i7« 



K. LE VAVASSEUK. 



Prenons ro([nalion 



-H 7-+-- = ^' 

y z t p o 



\un\v I V' j > r>, I 3 I >• (), I /| > î, |/>| > i<> pas de solutions. 



217. Kssayons^' - - (>. On a 



•i 



'X 

7 



3 _ '4 



'i -2 

ina\. I - H — 



>'l, 


/• > (), n'a 


-3' 




1 



donne /* -- 9., 3, 4, 



/• 2 donne 



1 I 



I 

— » 



I I 1 

'/ — ■>-, 3, 
p= 12, 4 



3' 



I _ I 



3 



I I 

- -h - 



12 



3 tn G, OC, 



i) l»* sntuti'on : .r = >• :^ (>, ^ :^ - i •>., ^ .^ oc , a - b :^ ], c = ^ , r/ =: -j^. 



21 S. /^t i donne 



I I 1 



— > 



1 1 1 


1 1 1 

- — - r- -r.t 


1 I 1 
p q l 


7 _ >, 3, 1, 2, 


z — (>, l'î, 3, 




p -. 1, h, 1, X, 


/ — X, 12, 


(•>. 



i).V solution : ,r _: i =1 ; _ G, t t= x^ 



a -^ /> -—: r = 3, ^ r=: i. 



•iii'' sthiutioit : .r - v ~ ô, / =: :; =r 1 >, // - /> — 5, r z- d =: ^^. 



ilî). r = I donne 



I I 

3 / ~ ri 



- « 

r 



(r<M'i 



// ^: 



^1 



.) 
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220 Uevcnons au ii*" 216; supposons \y\ > G, | c | > G, | /| > G, 



cKoii 



D'ailleurs 



on a 



p.^q-'i, 



donc 



1 2 i\ o 
max. I — I =r -, 



i 

6 






y 



p, q, I — 1. 3, 4, 5, 6. 



I 1 I I I I 7 

z t p (j r h 



/ 2 I I \ 3 

inax. ( - H +--!:_-- 



/• = 2, 3, 4, 5, 6; 



I I I I I 

r - -T- - — n , 

)• w t r o 



I 3 2 11 

t; H h - — -r 

o // /• 



9'' 



u — ^ - — 7. élimine /• = 2, 4î 5, G: rcslc 

D /• 6 17 7 7 



•i 2 



3 t 



I 
3' 



/ jz:^^ ^ — X, y -_ — 6, 



solution déjà trouvée (gS*^ solution). 

/;r:3:2, q ^-. 3, T =r 3, 4, 5, 6, 



I 1 



I 

1 



I 



3 



u 



Cyr 



T, ; élimine 3, 5, 6: reste 

3 /• I 7 7 7 



/• = 4, 



2 2 2 

7 



1 



7-6' 



/ = G ne peut donner qu'une solution déjà trouvée 
P = 2, q = f\^ /'=4, 5, G, 



I 

y 



I 
? 



I 



12 



H = 



36 /• 
17/* — 24 



élimine /• = 4? 5, 6. 



K. l8o ». I,F. VAVASSKIli. 

/) -- 2, y -- >, /■ — 'i, G, 

— I h' -1 — = -4-- 

y z t r ,,, 

u = ; — ^ITTiT *''''"'f"^ '' -~ ^» *'■ 
p =: 2, ^ — r^ 5, 

_ 45 



.r = 
't = —j^^ élimine i, 1, t; rcsU- 

p = ,'i, y = 4» '' = 4) 5. ^) 



.l'oii ( - 



/) -- u, ç = ,ï, /■ — '), (), 



les essais sonl iniililes. 






: 'i donne 
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I I 1 . 3i 3 

y z t Kio 7 



les essais sont inutiles, ainsi (jue ceux qui suivent. 

221. Revenons au n*^ 26, et faisons x =^ — ^. On a récjuation 



3 2 I 1 Q 

// y z 






pour !/>!>(>, I :? I > i» | / | > 3, | w | >> 8, pas de solutions. On a 



max 






9 

7 



3 
u 



<4 

_ — ) 



(l'oii 
Mais 



Uy i', il' =1 2, 3, .4. 



I I 1 

— I 1 — 

// i' \v 



9' 



donc, pas de solutions. 



222. Revenons au n" 26, et soit x* = -h 7. On a 



•>. 2 

V 



t i> 



3 _ s 

J 



é([uation qui, pour i/|>7, |:î|>7, |/|>3, |/;|>io, n'a pas de solu- 
tions. 

Kssayons ^ = 7 ; on a 



2 
1 



•^_9 



/• 



équation qui, pour | ^ | > ^, | / 1 > 4? | ''| > 7? ï^'» pî^^ de solutions. 



max. f - 


-h 


^; 7' 






7 




. — 9 


d'où 


lonne 




I I 


— _ 


1 


3 

i8' 


d'où 


28 


lonne 




















I I 

i + 7 




I 

— 3 

J 




(1 


\m 


21 

1 



/• = 2, 3, 4 



F. i82 



R. LE VAVASSFX'R. 



/• — ] donne 



I I 



1.) 
56' 



OU 



// 



5(> 



223. Supposons maintenant Ij^'l > 7, I^I>7î U|>7' 



m 



ax. - H - 

\ r z t. ' 



8' 



8 



•1 



-8' 



iVoh 



p—'iy 3, 'i, 5, de intime y, /• =r -^j 3, 4» •>- 



D'aill(»urs 



I r I 

-- -\ ^- - 

V z l 



I 
P 



I I 

— ^- - 



8 



I F i\ 3 

Y Z t I S 



p -^q^i, v=i, 3,4, 5, 



I 

Y 


-+- 


I 


-h 


I 


-+- 


1 
/* 


I 

— —y 

7 


9. 

y 


-- 


1 


— 


1 
T 


-f- 


3 
// 


— —y 

7 




■4- 


9, 
7 


— 


I 


-h 


3 
r 


8 

— ~ y 


I I 

- -h - 
y z 


H- 


I 

7 


4- 


1 

r 


4- 


r 


U 



i3 



^/ == -~ élimine /* -- 3, /j, 1 ; reste 

»'* — 7 



/• — 1, 



d'où 






^= .>., y = 3, /•=3, 4, 5, 



1 I I 

1 r- - 



I 



4^ 



I 26 r 



If = TTZ 



7 élimine r^^ 3, '|, 5. 



^>:> /• — 84 
/> = 2, y = 4, r = '1, 5 



I 

y 



I I 



s! ' 

ff =^ -, .-T élimine 1, .1. 

4 I /■ — 36 



1 1 

Î8' 
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/) ^ 2j q z^l.=z 5, 



I 1 I 

- -+- - -f- - 
Y Z t 



lO 



2IO 



p z=q __- 3, r ^ ;i, /|, 5. 



1 I I I lO 

- -i- - -4- - -h - 1- — 
y z t r îi 



(U /• 






I I 



I 



/ _ 

8/» 



>.0:W 



// = — - climiiie/= I, ) 

I (K) /• — I ()S 



T 


I 1 \3 


— 


-f- - -t- 7 — — . » 


y 


:; / loo 



/ - 



',i I ."j 



7' 



/> ^^ y ^^ h / -^ 'h 5, 



I 

f- - 



I I 

F+7 



I t 



// 



4*2 /• 



I - /• — 7.S 



J éliinint' /• -- 4, T). 



p _-. q -^ r= 5, 



1 I 
.^7 



i9 



«9 



221. Ilevenoiis an ii^ 26, et soil ./; -- — 8. On a 



2 I I •> _ ^ 

y - 7 tt ' 



7> 



r<|uati()n (|ui, pour |/1 >(i, | :?| >> 3, |/ 
On a 



3, I //| > (), n'a pas de solutions 



ma\. 






.) 



■» 



» // 



I 

— y 
2 



// ->., A, \. 



De même 



r, ir ■: 



- >, 3, ». 



F. i« 



R. LE VAVASSF.IR. 



Oi 



I 
II 



1 



I 



T 



T» 



// =: r == 2, (!• = 4 



«•si la sfule solution. 



î)7' solution : ./• rzr. y z=i z ^= — 8, / =: 8, 



fi — b = c = l, ^ — l- 



225. H(»venoiis an n" 2(î et faisons .v = 8. On a lYMjuation 



51 2 I 3 q 

— I 1 — = - 

y z l p S 



n y 



(jui, j)oni* |,v| > 7, I ^1 > 7? I /| > 3, |/^ | ^^O, n'admet pas de solutions. 
IVenons ré(|uation 



2 



y 



I 3 3 



On a 



ni 



ax./ 



•>. I I 

y ^ ^ 



I 

— > 

2 



/ // 



3 3 



1/ 



1 

- y 
2 



3Ê 



td 



et (le même 



Or on a 



i», <r = 3, 4> ■ • •> »"^ 



I I I 3 

- H h- - = 7 > 



qui, pour | // 1 > 4? j ^' | ]> 4» h^ I > 4? "i'» P^^s de solutions 
// = 3 donne 



I I 



i* W 12 

r= 3, 4, 

KV = 12, (). 



u z=L \ donne 



I 



I 



I 

— > 
2 



U =: i' =: tr -= \ 



226. £1 = 3 — i^", iv = 12 donnent 



I I 



I 

T 
4 



7' 



r = -; 



18 de solutions acceptables. 
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// = 3, r = 4, ^v = 6 donnent 



I 1 



12 



I I 



I 



i 1_3 



pas de solutions acceptables. 



u = ç = w := f\^ 



y — ^ — t. 



I I 3 



y p 



r 



7 = 8,24. 



98*^ solution : 


a; y z t S, 


a h c d J. 


99® solution : 


X y z 2',, / 8, 


a h c J, û^—}^. 



227. Revenons au n® 26 et faisons j? = — 9. On a Téquation 



2 I 1 3 II 



qui, pour |/ 1 ]> 6, | :? | > 3, | / 1 > 3, | «^ | !> 9, n'a pas de solutions. 



max 



\-y--z-S)- 



de même 



Or on a 



4 

— — ) 


II 3 


9 


9 " 


c, KV 


2, 3. 


I I 

- -H h - 

u V s 


I II 

'■ 9' 



<i 



// zz: 2, 3 ; 



donc pas de solutions. 

228. Revenons au n** 26 et soit ,x; = -+- 9. Alors on a Téquation 



2 



I 3 10 



y 



^ p 9 



qui, pour |jk| > 7? |^|>7j UI ]>3, |^| > 10, n'a pas desolulioiis. 
On a aussi 



2 

y 



I 

7 



3 
1/ 



__ 7 



max. 



•(----7)=- 

\y - ^/ 9 

1/, <♦, tf =: 2, 3, . . ., 9. 



9 " 



<x 

"9 



Fac. de T. — VIL 



F.2/» 






• ')';*! d'/jj ')'Ji, (--y'j» ,« ^ >. i ^ >• *• ^ ». ii» !«»»■ ']*- «/i■Jli'>!J^- 



:f2'.f. lli'H-(iu)i«* iiii II" -li'i i-\ wtit j' ii>. On » IViiualioii 

'|lli, |tutll' l)'| >(i, |î(^ J, |/| > ■). I //| >Ht, ii'h |>(im iV: Noliilioiiit. 

C M) ^ !; :N' "-^-^ 

lie \\\t>m\\ 



iIdIii- |)||m (le HiiliitiniiM. 

illll. Iti'vi'iiiiiiM iiii 11"* 2(1 ['I Koil ./' t [II. On II rr-i|initiiiii 
■I 1 i .i II 

'i'<i. i>""'' \y\ : - :■ 1 • 1 :• I '1 > ■'• 1/' I > ' "■ »'» i""' «!'• '«'i»>>' 
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On aura aussi 



y 



I 

7 



ti .5 



Or 



écjuation qui, pour | u 
Or w = 3 donne 



/2 I l\ I 

M, r, ir = 3, 4, 5, 6, 7. 



2 21 

1 1 5.1 



5 // 



< 



21 



= 55 



I I 



u V iv 5 



"Z ' 



J, I r I > 3, I ^v I ]> 3, n'a pas de solutions. 



1 — 1. 
w i5 



qui n'a pas de solutions acceptables. 



231. Revenons au n** 26 et supposons ja^j^io, j/l^io, 
|/|>io, d'où 



>io, 



max 



/2 I I i\ 6 

' \x y z t ) II 



3 

I 

u 



<1. 
= II' 



donc 



Py qy '% «, V, «=2, 3, 4, 5, 6. 



D'ailleurs 



I 

y 



II I 



I 






donc 



I I I I I I 
U r V q w p 



Voici les valeurs que peut prendre cr; elles correspondent aux coinbi 
naisons 2 à 2 des nombres 2, 3, 4> 5, 6 : 



-iV; 



2, 2 donne 


<r — i; 


2,3, 


«r î; 


2,4, <y — î; 


2, 5, 


a 


2, 6 


^ 1; 


3,3, 


«^ 1; 


3, 4, (T — J, ; 


3,5, 


0" 


3, 6 ou 4> 4 


(x-i; 


4,5, 


ff - l'o •• 


4,6, cr = T^; 


5,5, 


a 


5,6 


c^ H; 


6,6, 


«^ i: 








a = 1 donne 
















I I 
- + -=i, 

M r 


u 


— 1^=: (V 


= ;>_^ — /• — a; 







= A; 



1 . 



F. ifjn 



n. LE VAVASSELR. 

= 2. /■ — y = 3, IV ^: /) = 3 donnent 



:r)lution déjà trouvée, 
// ^= 3, /■ ^= (>, r ^:^ ti' : 



.• = 3, /■ : 



: p — q ^= ff donne 

s =6. 
(V = ^ = 4 donne 



On ne pourrait donc que tomber sur des solutions déjà trouvées. 

î'-i.}. Nous pouvons maintenant résumer, dans le Tableau suivant, les 
solutions que nous avons trouvées. 

La mélliode que nous avons appliquée nous permet de dire que nous les 
avons trouvées toutes : 



a 4 3 9 la 3 8 5' 

2239480 13 33222 444 4444 

a^6i8''4i)3643'6n64i3io38i2 



3 2 2 3 3 3 

"='= • 4 3 ' ' 3 4 3 4 



a 



SYSTÈME u'ÉyUATlOaS AIX DÉUIVKES PARTIKLLES SIMVJI.TASÉKS, KTC. F. H)) 



3 
2. 


3 

5 


3 

5 
3 


3 


5 

7 
fi 


A 


3 
5 


8 


3 
3 


9 
"7 
i8 


9 

7 
9 


5 

8 


3 


3 


A 


3 


3 3 

:> :, 



3 



, 


^ 


.i 


5 


, 


3 


3 


8 


8 


3 


5 


i 




17 




^i 


3 


8 


V, 
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CHAPITRE V. 



236. Soit 

Je poserai, avec M. Picard, 






*^tlt *^M, •>'/#. 

a, 6, X, u. sont des nombres réels satisfaisant aux inégalités 

a>o, 6>o, X>o, fJt>o, a-f-^-hX-hfji<3. 

Les arguments de w, (w — i), u — x^ u— y sont choisis d'une façon 
arbitraire, mais bien déterminée au point u^ ; ensuite, on les fait varier 
d'une façon continue. 

Gela posé, choisissons les trois intégrales 

W|=:U^— Uo, 
(k),i=: Uy — Uo, 
&),=: Ui — U(. 

Les chemins suivis par le point d'affixe u étant ceux qu'indique la 

Fig. i/|. 




00 



fig. i/{, imaginons que le point x tourne autour de l'origine dans le sens 
direct. La substitution correspondante, calculée d'après la méthode de 



SYSTÈME d'équations AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES, ETC. F. IqS 



M. Picard (*), sera 



S,= 



(ùi (2a 

0)3 Gt)3 



2X)Ci)| 

[(aX)- 
[{2I)- 






n 



Supposons maintenant que le point x tourne autour du point i (/ig* i5), 

Fig. i5. 




Zt^O 



00 



cette fois dans le sens inverse, on aura la deuxième substitution qui suit 



S,= 



Cl), ci)i -\- [( — aX) — {—ib — 2X)] (ws — ci)i) 

Ci)2 Gi)2 

W3 Cl), -f- (— 2X)(ûJ3 — Oi),) 



Un tour du point a?, dans le sens inverse, autour du point y {fig- *^)' 



Fig. 16. 




U/« 



00 



donne la substitution suivante : 



83= 



Oi), CO,[l— ( — 2X)-+-( — 2X--2/JL)]-t-( — aX — 2 6)[l — (— 2|JL)] jcû,-|-[(2 6)— i]gû,J 
Wî Cl), (2Ô)[l — (— 2X)] -f-(— 2X)Ci), -h[l — (2^)][l — (—aX)] Wj 
Gi)3 0)3 



Laissons maintenant itr fixe et faisons tourner y autour du point i 
{fig- 17) dans le sens direct. On aura une quatrième substitution 



§4 = 



CO, Cl), 

0), 0), -+- (2|JL) [(26) — l] (go, — 0)3) 

Ws Ci)3 -h [1 — (2/Jl)] (Ci)j — 0)3) 



(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 1* série, t. IX, année i885, T* Partie, p. 202, 
(') J'emploie toujours la notation (a) pour c'«<*. 

Fac. rfe T. — VIl. F. 25 



F. 19/4 
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Kn faisant tourner le point y dans le sens direct autour du point x, on 



trouve la substitution S,'. 



Fig. 17. 



Fig. 18. 




oc 




00 



Enfin, en le faisant tourner dans le sens direct autour du point o {fig> 1 8), 
on trouve la cinquième et dernière substitution qui suit 



85 = 



0), 



C), 



0)3 



[(2|JL) H- (— 2X) — (2|JL — 2>0]w,-+-(— 26— 2X)[(2|JL)— iJoJs 
-4- (- 2>0 [(2/x) - l] [l - (- 2 6)] (0, 

[(2 «/ -h 2 X -h 2 6 -H 2 |JL) — (2 flr H- 2 6 -h 2 /JL) — (2 6 -h 2 X 4- 2 fJL ) 

-- (2|JL — 2>.) H- (26 4- 2|JL) 4- (2fX) -|- (— 2X) — l] Wj 
4- [(2|JL — 2^— 2X) -h (2 a 4-2/Jl) — ( — 2^ — 2X) — (2]UL) -H I ] Wj 
-+- [(2 a 4- 2 ^ 4- 2 |JL) — (7. jU — 2 ft — 2 X ) — (2 a -h 2 |JL) 

— (2^-h 2|JL)-|-(2|JL— 2X)H-(— 2X — 2 6)-h(2fJL) — (— ^Xjrjj 

[(2fz) — I ] [l — (— 2X)]C.), -f- [(2/x) — l](— 26 — 2X)a), 

-h[l— (— 2X)-|-(2|JL — 2X)-h(— 26— 2X) — (2fJL — 2X— 2^)]ûJj 



L'équation déterminante relative à S, admet la racine double .ç = i el 
la rîicine simple s = (2a -+- 2X); celle relative à S^ admet la racine double 
.V = I et la racine simple s = (— 2X — 26); celle relative à S, admet la 
racine double 5 = i et la racine simple s = (— 2X — 2jx); celle relative à 
S4 la racine double 5= i et la racine simple s = (^^k -h 2b); celle rela- 
tive à S5 admet la racine double s = j et la racine simple s = (2a -f- 2[jl). 

237. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de former la forme 
quadratique ternaire à indéterminées conjuguées, que les cinq substitu- 
tions précédentes laissent inaltérées, au cas où Ton prend pour a, 6, X, (x 
Tune des solutions données à la fin du Chapitre V. 

Soit 

4-B&),a)S-f-Boa)Ja),H-B'w3WÎ-^BicoSw,-hB'w,w;-l-B;w;&)j 



celte forme, A, A', A" étant des constantes réelles, B et B^, B' et B^, B" el 
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Bl des quantités imaginaires conjuguées, (o^, eu®, coj étant les imaginaires 
conjuguées déco,, Wj, co,. 

Je formerai le déterminant suivant 



A 


b; 


B' 


B' 


A' 


B. 


B' 


13 


A" 



et chercherai dans quel cas il est nul, en même temps que tous ses premiers 
mineurs, ou s'il existe des cas où 8 est nul sans que tous ses premiers 
mineurs le soient. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la substitution S, laisse 
la forme/ inaltérée sont 



B''sin(a-hX)7r-f-(- 


■a) (A' -h Bo)sinX7r o, 


B;sin(a + X)7r-t-( 


a){\' -h B )sinX7r o, 


W sin(a-i-X)7r-+-( 


ûf)(A"-+-Bo)sinX7r o, 


Bi sin(a-h)07r-f-(- 


-a)(A'-i-B )siiiX7r = o. 



La substitution Sa nous donne quatre autres équations 



Bo sin^TT 



B sinX7r = (X -h ^)BJ sin^Ti, 

:(-_X-6)B''sin67r, 
^)7r=: (— X)Asin67r 
b)n = { ).)Asin67r 



B' sin(X 
B;sin(X 



(-^)A''sinXT:, 
( ^)A'sin)v7:. 



Enfin la substitution S4 peut se déduire de la substitution Sa par le chan- 
gement de 0), en coj, de (o^ en o),, de X en — a, et de 6 en — h. On en 

conclut 

B' sinfXTT z=:(b-\' iJ.)Bl sinÔTr, 

B'oSinfxTr = (— 6 — |jL)B''sin67r, 

B sin(fjL— 6)7r=i=(— fx)A'sin67r — (— 6)A''sin|x7r, 

Bo sin( |x — ^)7r = (fx)A' sîtibi: — ( 6) A'' siafx;:, 

ce qui donne, en les considérant simultanément, 

ffA =sinX7rsin(a-4- 6h-|jl)t:, 
dX' z= sinfX7rsin(a -h 64- X)7r, 
ffk"^ sin67rsin(a -hX 4-fx)7: 
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Cl 

cB =:^— (>. -h a) sin^TTsinjjLT:, 

(7Bo = — ( — ). — a) sin^7rsin|x7:, 
(jB' =:— (p-+- a) sin67rsin>v7r, 
crBy = — ( — /jL — a) sin/^TTsin^TT, 
aB"^— (6 — <z) sin>.7rsin|jL7r, 
(xBo— — (rt — h) sinXTrsirijjLTT. 
On en conclut 

cr^ô = sinaTTsin^TTsin^TT sinfX7rsin(« h- 6 4 X -h/x)?!. 

Or, ptirmi les solutions dont nous avons donné le Tableau à la fin du 
Chapitre IV, nous devons éliminer celles où l'un des nombres a, h^ r, d 
est égal à 1 ou à o; en effet, nous supposons que, dans l'expression 
(p(w) = «/*"*(«— i)*"*(w — a; )^"*(w —y)^"*, aucun des facteurs n'a un 
exposant nul ; et de plus, on doit avoir a > o, 6 > o, X "> o, (ji > o. Il en 
résulte que les nombres a, i, X, (x sont certainement des fractions, et non 
pas des nombres entiers, et, par suite, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que 8 soit nul, cest que a -+- 6 -4- X -h (ii soit é^al à un nombre 
entier. 

D'ailleurs, on a 

T*a = a* (A' A" — BBo) — sin|jL7rsin67rsin(n -hX)7r sin(flr -i- ^-h X -h|jL)7r, 
(T*a' = o'-(A''A— B'Bi)=sin^7rsin).7r sin(rtr -f- fjL)7rsin(a 4- ^ -h X -h jjl)?:, 
i^a"— (7'(AA' — B''BJ)=: sin>v7rsin|jL7rsin(flr-i- X)7:sin(a -+- 6 -hX -hfx)7r, 
(7*6 =a'(B'B" — ABo) — (— «) sinXTTsinfjLTrsinvTT sin(a -+- 6 -f- X -h jjl)?:, 
cr*6'== T*(B''B — A'B;,) = {—Cl) sin^TT sinjjLTT sinv7rsin(rt -\- b-h l-i- ii)r,, 
d^b"— (7»(BB'— A''B;) =: {a) sïuIt: siiifXTr sinvTT sin(flr -f- A 4- X -f- /x)7r. 



Et il résulte de ces formules que, si est nul^ il en sera de même de 
tous ses premiers mineurs, 

238. Nous avons donc à partager les solutions trouvées au Chapitre IV 
en deux catégories, celles pour lesquelles a -f- ^ -h X -h (a est un nombre 
entier, et celles pour lesquelles a -h i -h X -+- tjt. est une fraction. 

En nous plaçant à un autre point de vue, nous aurons à distinguer les 
Solutions pour lesquelles aucun des dix nombres a -h />, a -h c, a -h rf, 
b -h Cj b -\- dj c -\- dj a -h b -\- Cj b -h c -\- d^ c -h d -h a^ d -h a h b n'est 
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entier. Pour les solutions correspondantes, le groupe liyperfuchsien qui y 
est attaché est tel que le polyèdre fondamental est tout entier à rintcrieur 
de rhypersphère limite; la surface du domaine fondamental n'a aucun 
point commun avec celle de cette hypersphère. Nous allons examiner suc- 
cessivement, en nous plaçant à ce double point de vue, les solutions trou- 
vées au Chapitre IV. 

Première catégorie .* a -h 6 -h c 4- c? est entier. 

t 



Les cinq substitutions fondamentales sont 

S, =1 I ûi),, 0)1, 0)3, OJi, Wj— 9.0),, COj — 2 0)1 I, 

^J=^ I W|, 0)2, W3, 3C0|— 20)3, 0)2, 20)1—0)3!, 

83=: ] «i, COt, Wj, 3Cii)|4-2rjj, — 4 0)3, — 20), — 0)jH-4w3, 0)3 ), 

84=1 I 0)i, 0)t, 0)3, 0)i, 3o)i 20)3, 20)i — 0)3 |, 

85:= I 0),, 0)i, 0)3, — 3o)i — 20)3-+- 4 Wj> Wj, — 4^1 — 2 0)j-|- 5o)3 |. 

az:^b — c = d=l; 2ûr — i-+-J, 2 — 3flr=:— J, 4^1=3, 

/zn (o)i— 0)j-h /O),) (0)î —0)5 — /0)J), 9(m) = j- 



S,= |o),, 0),, 0)3, — 0),, 0),— (i -4- f)o)i, 0)3— (i 4- 0^1 l> 

Sj— I 0),, 0)t, 0)3, (1-4- 0)3— /o),, 0)j, (l — O^l^- «0)3|, 

S3— ; cOi, o)„ 0)3, — I0)i -+-(/— i)o),-h 20)g, — (1 -h i)o)i-h /o)2-l- 20)3, 0)3], 

84:= I 0),, 0)2, 0)3, 0)|, /0)2-h(l 0<^3> (l-h0w2 — 'COs), 

85= I 0),, 0)2, 0)3, — o)| H- (1 -h 1)0)2 — 2/0)3, 

— 2(/H- l)0)i-|- (2e-h 1)0)2-1- 2(1 — /)0)3, — 2 0)|-l-(l -h 0^>1^- (» — 2/)0)3(. 

Toutes les autres solutions rentrent dans la deuxième catégorie. 
Citons, par exemple, le cas a = ^ = c = rf = 3. Ici 

/=y(o)20)J 4- 0)30)^) 4-y» (0)5 0)3 -h o)So)i) -h 0),0)î -h 0)30)?, 

où 

y:.= (î) = e», d^-I. 

On peut écrire 
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d'où, inversement, 



u - 0)3, 

i' - '*>! 4- &)j CO3, 

iv— r.)i— 6), -h (y — y*)o)„ 






CiJ,= w. 



Voici quelles sont ici les cinq substitutions fondamentales et leurs trans- 
formées : 

S,i=| W|, wj, 0)3 y*w,, w,-+- (y — i)co,, Wj-h (y — i)&), |, 

S,= | Wi,û)„c.)j — 2y*"i-i-(y* — y)w„ w„ (i — y*)w,-f- /*o), |, 

83= |a),, wj, w, — 2y*wi-+- (y ~i)(k),— 3y(k)j, (y — i)wi-+-y*û)i-4- 3û)„ w,!. 

Si — I w,,(«)„ w, ck),, — vwt-H(y — y*)w„ (i— y)w,-4-y<k), I, 

85=:! w,,oj„a)3 — ^w,-4-(y* — y)(k>j— 3y*&)3, — 6w, -+- (y*— 3y )w, — Gy'oja, 

— 3f.),-|-(/« — y)wj-4-(i — 3y*)co, | 

et 

S,= I M, r, il' /* w 4- i (y - i)i' — i (y — Oii', {j* — j)u — J yV -+- } (i — y«)ir, 

S,= I //, r. II' ju -f. 1(1 —y«)r - } (, — y«)ir, (jt^j)u — Jy»(. -^{(i — y)cr, 

(/-y)" + i(y-i)^'-Hy~3)ir|, 

Sj=|w,r,iv //, » (3y — i)i' — f(y-hi)<r, -- f (y -+- i)i' — i (y — 3)(v|, 

Sv=z|//, r, il' y*M-+- i(i— y)i'-i--i(i--y)«', (y —y*)" — îy> — i(y 4- 2)ir, 

U^ — J)" -+- ï (y -^ 2) r 4- jL (y -h 4)«. I, 

§5=1 //, i-, il' y*w -h (/*— 1)(' -4- ij^-h 2)ir, 2(y* — i)a 4- (2y*-"0^-H 2 (y*4- 2)ii', 

2(2y'4- i)w 4- 2(2y*4-i)<'4- (2y 4- o)iv\. 

Le cas a = b = c = d='^ est à rapprocher du précèdent (il suffit de 
changer / en — i dans les formules que Ton vient d'écrire). Ce ôas a été 
étudié spécialement par M. Picard (*). 

Je vais me borner, pour les autres cas, à énumérer les solutions 
(a, h, c, rf), telles que, dans le groupe hyperfuchsien correspondant, le 



( • ) Sur des /onctions de deux variables analogues aux fonctions modulaires (Acta 
mathematica, t. Il, p. ii4)- 
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polyèdre fondaincnlal n'ait aucun point commun avec rhypcrsphcre 
limite : 
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239. Pour terminer ce travail, je veu.x, dire quelques mots du problème 
qui consiste à clierclier si le système d'équations aux dérivées partielles (8) 
(n*" 6) peut, pour certaines valeurs de a, p, P', ■>;, avoir son intégrale 
générale algébrique. Le problème revient à chercher pour quelles valeurs 
de ce, b, X, [A le groupe dont les cinq substitutions fondamentales sont S, , 
Sj, S,, S,, S, est un groupe fini. 

En premier lieu, cherchons si l'on ne pourrait avoir un groupe dont les 
substitutions seraient de la forme 

lu,, U], U), aui, 6u,, eu, |, 

«, 6 et c étant des racines de l'unité. 

Remarquons tout d'abord que chacune des cinq substitutions S,, Sa, S„ 
S,, Sj doit avoir pour forme canonique précisément une substitution de 
cette forme. Or les équations déterminantes des cinq -substitutions consi- 
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(lérées ont pour racines {ia -4- 2X), (— ib — 2X), ( — 2X — 2(jl), (2/>-h2UL), 
(2 a -f- 2 [x) {voir n° 236). 
Soient 

(•2n -h 2X) = A, (2Ô -h l\) =i\\, (2X -f- 2fJL) r=C, 

(2^ + 2/Jl) = I), (2a 4- 2|JL) = E, 

A, B, C, D et E étant des racines de l'unité. 
On en conclut 

(2flr) zz: A(— 2X), 
(2^) = B(— 2>0, 

(2/x) = C(-2>0; 

donc 

I):izBC(-.U); 

donc X est réel et rationnel, et, par suite, il en est de même de a, &, ijl. 

La substitution S, sera de la forme indiquée si (2X) = i, d'où il suit que 
X doit être entier. Alors 



La deuxième devient 



S,= 



0), (-— 2^)w,-4- [l— (— 2^)]W3 
W3 'i^S 



on en conclut que b doit être entier, et S^ devient la substitution iden- 
tique. Alors 

0)3 Cl), 

on en conclut que (x doit être entier. 

53 devient la substitution identique. 

54 dans ces conditions se réduit aussi à la substitution identique, et 

S5:---|cOi, Wj, «3, Wi, (2a)w„ 0)3 |. 

Ainsi on trouve la solution suivante : a rationnel, &, X, [x entiers. Comme 
on a 

on en conclut que P et [3' sont entiers, ainsi que y — a, y et a étant ration- 
nels. 
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Si, d'une façon plus générale, on cherche si les substitutions du groupe 
peuvent être de la forme 

I 0)1, Ci)2, 0)3, Cl^h bdijj C(»ik\y 

OÙ i, y, k représentent Tune quelconque des permutations des indices i , 
2, 3, on retrouve les mêmes résultats. 

Enfin si Ton essaye de faire en sorte que les substitutions soient de la 
forme | co,, (Oy, (0;t, aa),-f- ^Wy, Yto,-h Scoy, eco^ | e étant racine de l'unité, et le 
groupe I co,, (Oy, a(o,-h ^wy, yw^-f- Scoy | étant un groupe fini à deux variables, 
on retombe encore sur les mêmes résultats. 

D'ailleurs si l'intégrale générale était une fonction algébrique de x et 
dey, elle serait une fonction algébrique de ar seulement (y ayant une valeur 
constante quelconque). Donc le groupe formé par les trois premières sub- 
stitutions prises seules devrait être fini. Or les groupes finis à trois variables 
autres que ceux déjà considérés dérivent de plus de trois substitutions 
fondamentales. Par suite, il n'y a pas d'autre solution que celle que nous 
avons indiquée plus haut. 

240. Supposons maintenant que nous cherchions les cas où le système 
d'équations aux dérivées partielles (8), n° 6, admet une seule intégrale 
algébrique. 

Je n'ai pas encore eu l'occasion d'écrire les équations auxquelles satisfait 
la série F< (a, p, P', y ; rc, y) considérée soit comme fonction de x seulement, 
soit comme fonction de y seulement. Ces équations, qui sont du troisième 
ordre, ont été données par M. Picard (*). Les voici 

+ [(P-+-yH-2)^-+-((î'-y-i)7-(«-+-2p-h4)^*-+-(a-H(3-(3'+3)xj]0 

(1) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XG, n^ 22, p. 1267, 3i mai 1880. 
Fac, de T. — VII. F. 26 
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Soit z = /(xy y) une fonction de deux variables qui satisfasse simulta- 
nément aux deux équations. Considérée comme fonction de Xy elle admettra 
comme points critiques les points x= Oy x = cOj x = iy x =y. 

Ixzzro, / a=zOy I, 14- P'— y, 

j? = oo, j & — a, (3,(3-4- I, 

sont < 
.r=:i, j c = o,i,y — a— p, 

^ = y, \ d = Oy I, î — p — ?'. 

Considérée comme fonction dey, elle admettra comme points critiques 
les points y = Oyy = cOyy = iyy = x, 

Iy = Oy / a' — o, I, i-h(3 — y, 

f=iQo, \ 6'= a, (3', p'-+-i, 

sont < - -,, 

y=i, 1 c' = o, I, y — a — P', 

7 = ^, \ c?' = o, I, I — (3 — 3'. 

Si les équations précédentes admettent une intégrale algébrique unique, 
ce sera une fonction algébrique de x seul, ou de y seul, les dérivées par- 
tielles logarithmiques du premier ordre seront des fonctions rationnelles de 
X et dej^. 

L'intégrale sera donc de la forme 

z =1 x^y^'(i — xy{i —yY'ix — y^ffix^ y). 

a, a y c, c% d étant réels et rationnels, g{Xy y) étant un polynôme entier 
en X et en y y de degré m en Xy de degré n en y y et Ton aura 

Dès lors, le Tableau des intégrales que nous avons donné à la fin du 
Chapitre II nous fournira aisément des exemples où le système d'équations 
aux dérivées partielles (8) admet une seule intégrale algébrique. 

m étant entier et positif, F^ (— m, p, P', y; a?, y) est un polynôme entier 
de degré m, en x et en v. 

On aura encore, comme intégrales algébriques, 

(i — a:)7(i —yY F, f y -H m -i- /i -+. ^, _ /n, — /i, y; X, ^~-^ j, 
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entiers, positifs, puis 



en posant P' = — m, y — ^ — P' = — /^, y — a — P = -> m, /^, />, y étant 



dans des circonstances analogues. 

Si Ton pose n- P'— y = ^, p' = — /i, i 4- a — y = — m, on aura l'in- 
tégrale algébrique 

jT'/j^Fif (3 H- ~> — m, — /i, (3 — m — /i; I — j?, i?- U 

et, dans des circonstances analogues 

y7 j?"'F, (P'-4- — > —m, — /i, (3'— m — /i; ~-^ > i — y\. 

Si l'on pose i — P — P'=^, y — p — P'=— n, i-ha — y = — /w, on 
aura l'intégrale algébrique 

(r-'^)^(~^)M'-^r fYi-P, -m, -n, i-(3-/n-/i- |, ^J, ^^^ 



on aura l'intégrale algébrique 



Si l'on pose n-p — y = ^, 14-p' — y=:£, i^-p^-p'— y = — /w. 



p p' 



Si l'on pose n- P'— y = £, y — a — p = -^, P'= — n, i — a = — m, 
on aura l'intégrale algébrique 

l_ q q q ^"—y j 

et, dans des circonstances, analogues. 
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En posant y — a — p 
tégrale algébrique 



_ P 



_ A>' 



-> Y "■ * "" P' = / ' Y — a = — m, on aura Tin- 



^ ^ r P p' 

(i — a:)7(i— y)7 (a; — y)'»F, — m,i— a,y— 2/n— ^ — ^ 



P.i--^ /(' — 



9 y—^ y 



^] 



et ainsi de suite. 



241. Pour finir, démontrons le théorème suivant, qui est une généralisa- 
tion d'un théorème analogue concernant Téquation diflerentielle à laquelle 
satisfait la série hyper géométrique de Gauss (*). 

Soient z,, Zj, z, trois intégrales particulières, distinctes, du système d'é- 
quations aux dérivées partielles (8). Si Ton pose ^/= ^> S^« = x^' ^^ ^^ ^ 
désigne le déterminant 

5| 5j Z-^ 
P\ Pi P^ 

7l Çt Çz 

on sait que 

(Foi> le Mémoire de M. Appell, déjà cité.) 

Si Z|, z^j Z| sont des fonctions algébriques de x et de y, il en sera de 

même de (o, = ^ et de coj = 9^« Réciproquement^ si (o, et co^ sont des fonc- 
tions algébriques de x et de y, et si A est aussi une fonction algébrique de x 
et de^r (ce qui aura lieu si a, p, P', y sont réels et rationnels), z,, z^ et ^3 
seront aussi des fonctions algébriques de x et de y. 

En effet, si a)|, (Oj sont des fonctions algébriques, il en sera de môme de 



d(ù\ dtùx âo^t à(ùi 
dx ' dy dx dy 



• Or 



A = 



*»! *1 **% 
P\ Pt PZ 

7i 7« ^» 



Cj ^2 Sj 



I I I 

Ri El El 

*r <» <» 

*»1 A«2 4*3 

<7l 9t ^3 



•I 



*'3 



= Ci), ÛJ, sj 



O 



P\ 



<i\ 



El El 



^ El 

^3 73 



(*) Voir le Mémoire de M. Schwarz : Sur les cas dans lesquels la série hypergéomé- 
trique de Gauss représente une fonction algébrique de son quatrième élément {Jour- 
nal de Crelle, t. LXXV, p. 292, 335;. 
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d'ailleurs 

2. ^W, _ ^ _ Ta 
0), dy 5, ;:3 



I (^0), 

0), dx 


5i 


— — > 

^3 


I ()Ci)s 


Pr 


/'s 

*'3 



o)t ôy 5, jj' 



donc 






3 



d^ <^y dy à 



?) 



Donc :?, esl une fonction algébrique de x et de y^ et par suite aussi 

^ ^ Cl Mj., , 
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LKS ACTIONS 



ÉLECTRODYNAMIQUES ET ÉLECTROMAGNÉTIQUES, 



PAR M. P. DUHEM, 

Chargé (l'un Cours coriipléinentaire de Physique mathématique et de Cristallograpliie 

à la Faculté des Sciences de Lille. 



INTRODUCTION 

Dans un récent Mémoire ('), nous avons essayé d'établir les lois géné- 
rales de rinduction électrodynamique, telles qu'elles ont été formulées par 
M. H. von Helmholtz, sur des hypothèses très simples et qui se présentent 
pour ainsi dire d'elles-mêmes. iVous allons maintenant, poursuivant celte 
revision des lois de l'électricité, aborder l'étude des actions électrodyna- 
niiques et des actions électromagnétiques. Nous ne nous occuperons (jue 
des corps conducteurs, magnétiques ou non magnétiques, et nous remettrons 
à un autre travail l'étude des corps diélectriques. La méthode que nous 
emploierons est l'extension de celle que nous avons appliquée aux conduc- 
teurs linéaires dans le tome III de nos Leçons sur V Electricité et le Ma- 
gnétisme. Les résultats auxquels nous parviendrons seront en complet 
accord avec ceux qu'a formulés, parfois presque sans démonstration, 
M. H. von Helmholtz. Si nos études contribuent à faire partager au lec- 
teur l'admiration que nous inspire l'œuvre de l'illustre physicien, notre 
but sera atteint. 



( ' ) P. Dt'iiEH, Sur l'Induction électrodynamique {Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, t. VIÏ, B.; 1898 ). 



Fac. de T. - MI. G. I 



CHAPITRE PRÉLIMINAIRE ' 

I.KS FONGTIO\S D'IIEI.MEIOf.TZ. 



§ I. — liitriului'liun dfs fonctions fVHi'tmhoJiz. 

Changeons Ii's notations qui nous onl servi au dernier Chapitre di' iiotr<r 
Mémoire : Sur V Induction ^'lrctrodynamiqui'('). Désignons par Ox; Ojy^ 
Oz les axes absolument lî\es que nous avions désignés par O;, Oï], O "Z- 
Désignons par o, v, w les composantes suivant ces axes du (lux éleclri«| ne 
au point {^j:,}'-, -), composantes que nous avions désignées par ;p, ■](,/. 

Posons 





--/K^' 


■+ 


-\ j, - 


.-(- 


%, + '■■ ^- 


■i + '■ - 


= ...,)].., 


(0 


-/R-i 


•-^- 


ri y< 


:.(..; 


'-'0,-1- ?'"^ 


' r 


= ..)]-,. 




!-/p^"- 


'+' 


-\ £l- 


,(,- 




■,-"''■ 


^..,)1*,. 



les intégrations s'étendant à l'inducteur entier. 

Ces quantités u, V, >JP changent de valeur, à un instant donné, d'un 
point à l'autre de l'espace; en un même point de l'espace, par l'elTet des 
changements survenus dans l'inducteur, elles changent de valeur d'un in- 
stant à l'autre. Ce sont donc des fonctions des quatre varial)los jl-, y\ z, t. 

Moyennant les égalités (3) du Chapitre I et des égalités (8) et (18 bis) 
dn Chapitre II, l'inducteur auquel appartient l'élément (/ta, engendre au 
point {x, y, z) une force électromotrice d'induction dont les compo- 



•xposer quelques Ihéorèr 



LES x\CTIONS ÉLECTRODYNAMTQUES ET ÉLECTROMAGNÉTIQUES. (i.3 

santés Cj^^ Cy^ c^ sont données par 

l 2 \ Ô.V OJC OX) 

1 ' 2 V dy à y ùy ) 

A \ oz oz Oz ) 

D'ailleurs, on a évidemment 

ot) = -- / -h - - ^ -+- — // -+- —- c//, 
OX '' oy oz ot 

(^J7 "^ e^K <^^ àt 

Soient a, t, c les composantes de la vitesse au point x^ y^ z. Nous au- 
rons 

( 4 ) /—- adty g^z bdtj h i^ wdt. 

En vertu des égalités (3), (4) et (5), les égalités ( 2) deviendront 

a« (dV dt) , dV) ÔX) ,.^ da ^., db dc\ 

Il \ot OX oy oz Or ôx oxj 

^ j ^ '?. \ôt dx ày dz dy dy ôy) 

2 \dt dx dy dz dz dz dzj 

Posons 

c;^ dj ' 

^ c^ O _d^ 

\ *' dy dx ' 



Cl les <^gaUlés (5) pourront encore s'écrire 

2 \ ol ay ,1 

a 1 (J( ^ <J: J 

Les formules (G) mcllenl en évidence le rôle capital que joueroii l, dans 
la théorie tle l'induction électrodynamiquo, les fonctions o, V, W «léfinics 
par les égalités (i). 

Ces fonctions ont été introduites en Physique et lenrs propriétés ont 
été étudiées par M. H. von Helmlioltz ('). Nous allons reproduire les ré- 
sultats auxquels il esl parvenu. 

S 2. - La fonriion W{x,y, z, t). 

(Considérons un conducteur dont (x,,y,, -,) est un point et dtSt un 
élément de volume tracé autour de ce point; soit e, la densité de l'électri- 
cité libre en ce point; soit </S, un élément de surface éleclriséc apparte- 
nant au même conducteur; soit E, la densité superficielle en un point cic 
rélémcnl rfS,. 

Au point (x,^, ;) de l'espace, et à l'instant /, la fonction potentielle- 
électrostatique a pour valeur 

V (X. y, =, ^^ y^Mc 4- J5^" ^n 

la première intégrale s'étendant aux divers volumes électrisés c[ui font 
partie du système, et la seconde aux diverses surfaces électrisces; /-est 
la distance du point (x,y, z) à un point de l'élément dut, ou de l'élé- 
ment ^S,. 

Nous savons que cette fonction est uniforme, finie et continue dans tout 



(') El, Dklhiioltz, Ueberdie Geselze dvr inconslanten elcklrischen Slrdmc in kiirper- 
lick iiuigedehnten Leitern (Verkandiungen der Naturhistorisch-\tedicinUchen Vereins 
su Heidetberg, B. V. p. Si-Bg; 1870.— lUlmhoUz Abhandhtngen, l. I, p.JSj). — Ueber 
die liewestuigsuleichangen der Eieklricitàt /iir ruhende leitende Kôiper (Itorvhardl't 
Journal, t. I.XXfl, p. S-; 1870. — HelmhoUi Abhandlungen. t. I, p. 5i5>. 
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l'espace; à Tinfini, elle devient égale à o comme -• Nous savons, en outre, 

qu'en tout point non situe sur une surface de discontinuité électrisée, cette 
fonction admet, par rapport à x, y, z, des dérivées partielles du premier 
ordre qui sont finies et continues. 

Désignons par -j- la quantité 

— S [ "i cos(N,, x) H- r, cos(N,,7) -+- \\\ cos(N,, z) 

-h M, cos(N„ x) -+- rjCOs(Nj, y) -h ir, cos(Nî, :;)] - <iS, 

la première intégrale s'étendant aux surfaces de discontinuité que pré- 
sentent les conducteurs et la seconde au volume de ces conducteurs. 

'-T- dt serait ainsi la variation éprouvée, pendant le temps rf/, par la fonc- 
tion potentielle, si les conducteurs, tout en étant traversés pendant ce 
temps par les flux électriques qui les traversent à l'instant /, deuieuraient 
immobiles dans la position qu'ils occupent à cet instant. 

Au sujet de cette fonction -^- > nous admettrons : 

i" Que la quantité -T- existe, est uniforme, finie et continue dans tout 

l'espace; qu'à l'infini, elle est égale à o de la même manière que -; 

2" Qu'en tout point non situé sur l'une des surfaces de discontinuité élec- 

tnsees que le système renferme, les quantités j— ^> 7r~àt^ T^'i ^^^^^^^^^ ^^ 

sont finies, uniformes et continues. 
Cela posé, considérons la fonction 



(«) 






l'intégrale s'étendant à tout l'espace. Elle représente la fonction poten- 
tielle d'un agent répandu dans tout l'espace, et ayant en chaque point 
(.r, , y, , Zt) une densité solide, finie et continue 

9. t: ôt 
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L'étude do la fonction potentielle (•) nous fait connaître les propriétés 

de cette fonction, qui sont les suivantes : 

1" La fonction W{x,y, z, l) existe, est finie, uniforme et continue en 
tout point (x, /, z) de Tespace. 

2- Les fonctions f-, ^, ? existent, sont finies, uniformes et continues 
0X Of a: 
en tout point (x, y, s) de l'espace. 

3" Ces fonctions sont définies par les égalités suivantes : 



>i-,r,=.o--,^/' 



()V(x„r,^,,n 



{" Les fondions -''!! , f'T - ■ ■ existent, sont finies, uniformes et cont/- 
ax^ ox a y 
nues en tout point de l'espace, même sur les surfaces élcclrisées. 

5" En tout point de l'espace situe ou non sur une surface de disco;ilinuitc 
électrisée, on a 



(lO) 

Les identités 



01 



( I ) Les résultats de celle étude ne sont pas iintnédialement tran«|K>rtablus ici, puisque 
l'agent dont tf p.st la fonction potentielle s'Étend dans tout l'espace et que l'élude de la 
fDnclion potentielle a été faite en supposant que cette fonction provint de masses limitées; 
mais les raisonnements qui justifient les applications faites ici de ces propriétéit sont n 
isimples, qu'il a -.emblé inutile de les détailler. 
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donnent 



et, par conséquent, 



r 






di 



^ ' 2 \dy) 



dy 



r I A for 

ôz 2 V ^^ 



ce qui permet de remplacer les équations (9) par les suivantes 



1 ày ^ '^' ' ^ \t:J àt \ày ) 



Or le théorème de Green donne aisément 



/^'ïr:^'4£)*.=/^S^ 



d^ 



^/GJ| 






la dernière intégrale s'étend aux diverses surfaces de discontinuité électri- 
sées; N,, N2 sont les deux directions de la normale à l'élément r/S,. 

En tout point (j?i, J^i, >?,) qui se trouve soit à l'extérieur, soit à l'inté- 
rieur des conducteurs, mais qui n'est pas situé sur une surface de discon- 
tinuité électrisée, on peut écrire 

et, par conséquent, 

^ dT ---^^ dV 

D'autre part, en tout point d'une surface de discontinuité électrisée, 



0,H 



f^. ivcmu 



ou if 



à\ X^, Kf, ^j, A 0jf\' rj. K., ^-, / 



&s 



^. 



-irrf. 



^rt, pr^ir f'/>rM^f(n^îitf 







â 








ôi 


Oo ^ 


donc 






(' r/; 


f 


ô\ 
(H 


.(*;*,.- 


Mai» on a auM^i 




/ /■« 






àei 


( 1.^) 




àV^t 


ôl 


(.',; 




01 


~ — [i/|CO0(N, 



<^V 






— — 4- 



"Sir 



'ai àjc 






/É^l/, €^i', cM'i 






\âar 



[ //, cos ( N,, X ) -f- Tj cos ( Nî, r * -r- w% cos i Ni, j t ], 



Kri vertu rifî» égalité» fi2), (i3) et (i^ ^'^ première des égalités (ii) de- 
\'w,ui la première de» égalités 



^^•l'(.r,jK,.'.0 



J Wj^i àjt ôzjdx ^' 
- |§[ '/|COS(.\,,x) -hr,cos(N„y) 
-+- Ui cos ( N,, a: ) -H i^t cos ( Nj, /) 



«', cosiN,,:;) 



âr 



i^'iCOs(Si,z)] — dSiy 



{\U)l 



\)y ^^'('^f/f^f^) 



-fi 



'/àUi dvx dsvx \ dr 
\dx^ dy, Ozjdy ^* 

V[ W,COS(N,,j:)-+- i',COS(N,,j) 

-f- w,cos(Nj, J7) -h i'iC0S(Nj, j) 



iv, cos(N,, 2) 



dr 



WjCOSlN,,:;)] j-^Sj, 



iv, cos(N,, ^) 



(l5 ' J \âxi ôyi Ozjôz * 

- j^[ "iCos(N,,j7) H-r,cos(N„7) - 

-f- //8COs(N2,^)-H^^îCOS(N„ y)-+-iVjC0s(Nj,5)] 3- e/S,. 

{/S 

liO» (hnix aiilros s'établissent d'une manière analogue. 



dr 



■ 
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Mais, d'autre part, on a 



— V [ w, ces (Ni, a:) -f- (^,cos(N,, j) -\- ^ViCos(N,,5) 



âr 



M2COs(N2,j:-) -h <'jC0s(N2,7) 4- (i'iCOS(Nj, z)] -f-,dSi 



et 



(17) 



d^r 




d^r 


(X, 




xy 


1 


àx ÔJCi 




()X^ 




r' 




— j 


d^r 




à^r 


(Xi 




•37) (.Kl 


-/) 


àJ^^ôfi 




ôxdv 






r^ 




ôx dzt 




ôx âz 


(.r, 




^)(^, 
,.3 


--) 

4 



m sorte que la première des égalités (i5) devient la première des égalités 

; „,, , , r[fi\ ( oc. — X y, — r z. — 3\.r, — »r"l , 

( .8) 1 1: «r(x, J, =. - -/ [-;i - (". "^ + r. •^' + .V, li^Y^Zï)^ .fe., 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 

Ces égalités (i8) vont nous servir de point de départ dans l'étude des 
trois fonctions dllelmholtz 'O {x^y^z^ /), \'>(a:, y, z, /), "^{x^ y, j, /). 

§ 3. — Propriétés des fonctions t), \'^, \J?>. 

Sll'on compare en effet les égalités (i) et (i8), on trouve 

^^ / ,. i — ld^(x,r,z,t) ru,, 

Fac. rfe r. - vu. G. 2 



/'I 



) }l: 
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IM c^« égalité» on déduit sans peine 



ôx ÔY ôz 1 •y \ ox dy 






Mai» on a 






.^ -r- V[ 1/, cos(N,, x) -h r, cos(N„7) -+- «', cos(i\„ 5) 

\, — c/sCOs(Nt, x) -I- t'jCOsCN,,^) H-iv, cos(N„ 5)]ÉfS,, 

! 

I 

I 

\ 



oit bien, en vertu de» égalités (i3) et (i/|), 



Si Ton tient compte de cette égalité et de Tégalité (lo), on trouve 



dX) df<? d^ . d\ 

dx dy ôz ât 



Len égalités (19) donnent également 



3 <^/ J r ' 
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Si l'on observe d'ailleurs que Ton a, d'après Téquation de Poisson, 

A / -7 duji = — liTzit, 

et si Ton tient compte de l'égalité (10), les égalités précédentes deviennent 
(.2) / AV^=(,-X)^_47r,., 

Les égalités (19) mettent, en outre, en évidence la proposition suivante : 

Les fonctions 'Oj t?, xj^ varient d^une manière continue même lorsqu'on 
traverse une surface de discontinuité électrisée; il en est de même de 
leurs dérivées partielles du premier ordre par rapport d x, y, z. 

Telles sont les diverses propriétés des fonctions t), %?, ^ dont nous aurons 
à faire usage par la suite. Ces propriétés, jointes aux formules (5) ou (7) 
permettent d'établir tout ce que M. H. von Helmholtz a démontré touchant 
le mouvement de l'électricité dans les conducteurs immobiles. Parmi ces 
propriétés, il en est qui nous seront utiles par la suite et que nous allons 
établir au paragraphe suivant. 

§ 4. — Propriétés de la quantité II. 

Considérons la quantité 

a* r 
(23) W — —-r\ {'Ou-^-<?v-^^iv)dxsy 

dans laquelle l'intégration s'étend à tous les conducteurs parcourus pîir 
des courants, ou, ce qui revient au même, à tout l'espace. 
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Nous savons que Ton a en tout point 

(22) { ^r,ç=^{^-l)-~-^^^K 

7riV=zi(i->.)-7-^, -\^>. 

azut 
En vertu de ces égalités (2), l'égalité (i) devient 

(24) n=:-^ f {v) ^-o -\- <? ^•<? -^ xi^^ ^W) dm 

ibr.J 
Or le théorème de (ireen donne 

les signes V indiquant des intégrations qui s'étendent aux diverses surfaces 

de discontinuité. Mais nous avons vu, à la fin du § 3, que l'on avait, aux 
divers points de ces surfaces, 

dv dv _ 

&Q dV _ 
d^,'^ ON,-'"' 

4- -^Tj^ =0, 



en sorte que les égalités (26) donnent 

(26) f(V At) -h %-) l'Ç -f- \Sp A^)dxn 

rv fâvy /dvy /dvy 
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D'autre part, Tcgalité (21) 



(jv âK> <>^ __^<^V 



donne 



/( 



d^v ÔY ôz dt 



t/x c;/ avd/ oz 0£ 



-i/[ 






•<? 



( 



(JHO (^'V^ c^H'> 



y^ 



ôy dx dy^ dy ôz 



Oz ÔJr ôz Oy d 



S- )] ^'='- 



Si i*on observe que les fonctions t9, \*>, ^ et leurs dérivées partiell(»s du 
premier ordre sont continues dans tout l'espace, on aura, au moyen d'intc- 
j^rations par parties, la formule suivante 



{^D y'(v)i^-i-v>4^4-xj^^Wo3 



dx dt ôy dt ôzôt 

'd'O d^) d^>y ^ 



=\J{ 



dx dy dz ) 



Mais on a 



\dx'^ dy'^ dz) ~\dx) '^\dy) '^\dz) 



2 



/ d^> ô-ç dV d^ dV dV \ 
\ dz dy dx dz dy dx ) ' 



en sorte que Tcgalitc (6) peut s'écrire 

2 rf&^ d^ ô^ôV ÔV ÔK>\ ^ 
\—'kJ\ôydz dz dx dx dy ) 

Au moyen d'intégrations par parties, on trouve sans peine l'égalité sui- 
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vante 

J \âf dz àz dz ) 

-=|5^[ ^cos(N.,^) + gcos(N„j) 

— ^cos(N,,2)— ^cos(N„^)U/S, 

rintégralion qui figure au second membre s'étendant aux surfaces de dis- 
conlinuité. Mais, comme nous l'avons vu à la fin du § 3, les dérivées par- 
tielles du premier ordre de la fonction "Ç sont continues dans tout l'espace ; 
on a donc 

;T:r cos(N„ 7) -+- ;rr cos(N, 7) = o, 

d^ dtp 

J— cos(N,, z) ^ ^ cos(N„ z) = 0, 

et l'égalité précédente devient la première des égalités 

J dz ôx J dx dz *' 

Ç ^ — f/cj — Ç— —dm 
J dx dy ^ ~J dy dx * 

qui transforment l'égalité (28) en 

rf d^\ d^W d^\ \ 



- i-yj\\dx) 



<K>\» /<J<JPY 



dy J \àz J 






/&Çd^ d^ dV dV ^v \ I ^ 
\ àz dy dx dz dy 

dV d<> d^ 



S)] 



^ ( ï — ^) J \àx dy dz 
Les égalités (24), (26) et (29) donnent 



dm. 
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Celte formule (3o) montre que, si la constante X d^ Helmholtz est posi- 
tive ou nulle y la quantité II est à coup sûr négative. 

C'est de ce résultat que M. H. von Helmholtz a déduit cet autre : 

Sur un système de conducteurs immobiles^ Véquilibre électrique 
est assurément stable si la constante X est positive ou nulle. 

Cherchons l'expression de --7-> cette dérivée étant prise en supposant 

tous les conducteurs immobiles. 
L'égalité (i) donne 



/o«rf«,=//[ 



I -f- X Ux 
2 /• 



2 n \ f r r /J 



et, par conséquent, 



//[ 



2 

Mais on a évidemment 



2 /•* \ 2 r r / J àt 

I -hX dui 
ir dt 

I — X J?, — X f Xx — X dui fi — y âs^i z^ — :; c^^v, \~| 



dis dwx. 



rrri-f-Xw, i — icxi — xy idu, , 
=JJ l^ T-^- T^'^^lTi'^^^^^ 



Nous aurons donc 






(^.ffp 



^. XfKWM, 



S h' tu^'thf' 






\ / 



t //*7J 



//■:"'■■ 



I — / (y, — y )'^ âv. 



'i 



y-. • •! 



ôt 



\ 



eks (hs. 



■w I 



( wv i- - I cas avi 



r* ^ * fi/ d/ 



I dçj {kj 



i» 












A joiilonx riirTiiliff! â membre ces trois éfjalités en observant que 



./:/• 



«r, -- - dm ami 



— r ('(^x — ^^h^—y) ài\ 



fj 



iV 



ôt 



dm dmx , 



<• -^— dmdm*, 

ôt * 






• « 



,/:/ 



(.'■i 



tti - dm dmx 
/•* ôt 

z) ou J , 
ti'i -■ - dm dmx 

k) ou . 
«', -- dm dmx 



u —^dmdmx, 
ôt 



''•) ( Zx- 

'n(.Yi 



ff 



<.»'i 



J ^/, -,; dm dmx 



r 



ôt 



_. /■ r (.r.-.r)(.r,-.r ) .. t>.', 



M -y- C^GJ ^CJi , 



I nous oblieiulroiis le résultat suivaiil : 



' / ( \Ut I V'T I \^Uy)dm 
ôf J 



•k 



» •« 



/ 
/ 



y'I I I X ôux I —X .r, — »r /.r, — or f}f/, 

/ I -4 ôt ' Ji "'/•* \ /• W 

i'I I I X ô\\ I X .>'i— ,y A^' i — >^ ^ 

/ I 4 f)/ 4 /^ \ '' ôt 

I X v| -- 3 Ar, -- .r ôttx 



]\u dm chsi 

— y ôvx Zx~ z ÔKVxW , J, 
r ôt r ôt / J * 



Vx— y ô\'x , Zx— z (^tV| 
r 'ôt 

V, — y r>«', 



M I I X f)u 



/ • 



ôt \\ 



/• ~ôt '^ 



^1?)]- 



dm chsfi^ 
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résultat qui peut encore s'écrire, en vertu des égalités (i), 

d r r(d'0 à<? (W \ 

(3.) _j(v)»-HV'.-4-«!>.v)rfHT=.j(^-^«+-^.-+-^«'jrf«n. 

Les égalités (23) et (3i) donnent 
^ dt 1 J \dt dt dt ) 

Nous ferons usage de cette égalité au prochain Chapitre. 

§ 5. — Influence de la constante X d' Ilelniholtz 
sur les phénomènes d'induction. 

Dans quel cas les trois composantes i,,., c^^ C^ [égalités (2)) de la force 
éleclroniotrice d'induction en un point d'un système conducteur ont-elles 
(les valeurs indépendantes de la valeur attribuée à la constante X? 

I^es égalités (19) 






2 ôx 



2 ây 
xJP = 1 ydini-f 



2 àz ' 



|ui sont vraies à chaque instant /, que les conducteurs soient en repos ou 

Ml mouvement, résolvent immédiatement la question posée. Elles nous 

montrent que, pour que les forces électromotrices d'induction engendrées 

par un conducteur mobile ou non soient indépendantes de la constante 

(VHelmholtz^ il faut et il suffit que Von ait dans tout l'espace 

àW âW âW 

ou, en d'autres termes ^ que la valeur de la fonctionW au même instant, 
en tous les points de l'espace, soit la même. 

Ces conditions peuvent se transformer. 

Avec E. Mathieu (*), réservons le nom de seconde fonction poten- 



(*) E. Mathieu, Théorie du Potentiel et ses applications à l'électrostatique et au 
magnétisme, l. I, p. 77; Paris, i885. 

Fac. de T, - VII. G. 3 
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fielle de la distribution dont les densités solide et superficielle sont p et 
à la quantité 

et nommons première fonction potentielle la quantité 
Considérons la distribution qui a pour densité solide 



/du dv dvv\ 



t pour densité superficielle 



fj—^ [ 11^ cos(N,, j?) 4- r, cos(N|, j) -+-i^i cos(N,, z) 
w, cos(Nj, j?) -h t', cos(N,, y) -h w^, cos(N,, zy\ 



Sa première fonction potentielle sera 

— V [ w, cos(N,, ^) -+- r, cos(N,, 7) -h iï^, cos(N,, z) 

H- «2Cos(N„x) -H ^îCos(N,,/) -h<ï^tCOs(N„ -3)]/-^S, 



(35) 



Les égalités (i5) donneront 



dx dx dy ây' ôz ôz 



en sorte que les égalités (33) pourront s'écrire 

(33 M ^=0, ^=.0, ^^=0. 

La quantité J est elle-même susceptible d'une interprétation intéres- 
sante. Considérons la première fonction potentielle de la distribution 
électrique que porte le système : 

(36) Km re,rrftîT,-f-QE,re/S,. 
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On a 

de _ /du ôv dw 



dt ~ \dx dy àz 

— =— [ M,cos(N„ j:) 4-i', cos(N,, j) -+-»•, cos(N,, z) 
H- tt, cos(N,, x) H- i'jCOs(N„ >•) -f- «', cos(Ni, z)\ 

Supposons que les conducteurs qui forment le système demeurent im- 
mobiles, mais parcourus par les flux (w, r, w); dans le temps rf/, K éprou- 
verait une variation 



f^,=*/^.*,+*Sf.^,. 



On voit que l'on a 



(37) J--^- 

Pour les courants uniformes, on a, à chaque instant, 

de aE 

dt ôt ' 

on voit alors que les égalités (7 bis) sont toujours vérifiées pour de sem- 
blables courants. 

Sous cette forme, on voit que les quantités t), x^^ ^ ont des valeurs in- 
dépendantes de X, même lorsque les conducteurs sont mobiles, pourvu que 
les courants soient uniformes. La valeur de X n^ influe donc pas sur les 
phénomènes d'induction produits dans des conducteurs quelconques, 
pourvu que les courants qui les parcourent soient uniformes. 



PREMIERE PARTIE. 

LES FORCES ÉLECTRODYSiMIQUES. 



CHAPITRE I. 



I.KNERGIE INTERNE D'UN SYSTÈME DE CONDUCTEURS 
PARCOURUS PAR DES COURANTS, 



S I . — Détermination de l'énergie interne d'un système de ronditclrurx 
parcourus par des courants. 

Nous savons que celle énergie inlcrne U est donnée par la foniuili' 

(■) EL- = Er+w+2;(e-T~)7 + EU', 

rcs diverses lettres ayant une signification et des propriétés ()uî ont clé 

précisées dans nos Leçons sur V Electricité et le Magnétisme!ni\Àvrc\\ V, 

Cliapilre I, § t. 

Il s'agit de déterminer la forme de la quantité U', 

Nous ferons usage, pour cela, d'une extension de la loi de Joule. 

Soient, dans un système parcouru par des courants, «, r, w les oompo- 

santes du llux au point (■'■', y, -) et p la résistance spécifique en ce point. 

(,) P«* = E,. pi.-E^. p.r=E,. 

Nous admettrons (jue, pendant le temps dt, le système dégage une 
(jnonfilé de chaleur dQ donnée par l'égalité 



,(Q = 


-'/[ (- 






.(E, 


-t)" 




.(. 


-T-),,.]*, 
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(]clte loi est rcxtension naturelle aux conducteurs d'étendue linic» eu 
tout sens de la loi énoncée (Leçons sur l'Électricité et le Magnétisme, 
Livre XIV, Chapitre II) pour les conducteurs linéaires. 

L'application de cette loi aux conducteurs immobiles va nous s(»rvir k 
déterminer la forme de la quantité U'. 

(]es conducteurs étant immobiles, nous aurons 

ou bien, en vertu de Tégalité (i), 



Cl) 



E^Qr:z-| ^dï ^- d^y -^ d^(% -l^\q -^¥.d\]' 



La loi dont Tégalité (3) représente la généralisation a été établie m né- 
gligeant les variations que les changements d'état du système font éprouver 
à la quantité 0. Il est alors aisé de voir que l'on a 



(5) ^/W 






diBV-hS) di£\-i-B) 



-T 



( à*» 






iV 



d*^ 



ôz dï 



T.»^' 



dm, 



D'autre part, la théorie des courants hydro-électriques montre (|ue Ton 
a, en général, 

(6) Erfl--rf./[(9,-T^)«-^(c„-T^).. + (<p,-T^').v]rf.. 
Les égalités (4), (5), (6) donnent donc 



(-) ErfQ = rf/yj Ux-T 






ôx 

ày 



-â(»-^)]« 



^m- 






D'autre part, les égalités (2), jointes aux égalités (5) du Chapitre pré- 
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liiiiii)iiiiT, donni-nl, dans le cas où le» rond iir leurs sont immohiles, 

' 1 dl' 

'ad/' 
3' («p 



( ^'S éfralités, jointes à IVgalilé ( "i). donnent 
,8, K.O..,/) |;,.-.T^-.g-A,e_T«,-?^ 



E, 





<(; 


— 


f-. 


-_ Ëi 


V- 


A) 




■'.•' 




El 


_ (*( 


V- 


jîi 



* ?,-T 



d», _ dV 



I>a comparaison des égalités (7) el (i^) donne 

Olle égalité est établie en supposant immobiles tous les conducteurs 
du tvHlfrrne. 

Op, <lans ces ronditions, sî Ton pose [Chapitre préliminaire, éga- 
lité rï:',,! 

<"•) Il ,- /(<■>" ^■C'c -i-«Mr)//ra, 

(lOM- iwitun VII (|iie l'on HVait [if/if/., égalité ('i2)\ 

-Si Ion compare l.<t égalilén (rj) et fi if, on trouve 

rfl' -^11 

/// ' iH ' 

Celle égaillé doit avoir Iiirii quelles rpie soienl les variations subies par 
le» lhi\ é|ertri<liie<t niir (eti diver.H condur;teiirîi; elle exige seulement que 
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ceux-ci soient immobiles. De cette égalité on déduit 

EU'=: - n + c, 

C étant une quantité qui peut dépendre de la forme et de la position des 
divers conducteurs dont le système est composé, mais qui ne dépend pas 
des flux électriques dont le système est le siège. 

Mais, si Ton observe que les quantités II et U' s'annulent toutes deux 
lorsque, sur le système, tous les flux deviennent égaux à o, on voit (jU(* 
Ton a nécessairement G = o et 

(12) EU'=-n. 

Les égalités (i), (lo) et (ii) déterminent complètement Ténergio in- 
terne d'un système parcouru par des courants quelconques. 

§ 2. — Variation que la quantité II subit dans une modification 

quelconque. 

Les relations qu'a l'énergie interne d'un système parcouru par des cou- 
rants avec la quantité II déterminée par l'égalité (lo) nous amènent néces- 
sairement à la question suivante : Etudier la variation que subit la 
quantité II lorsqu'on fait varier d'une manière quelconque la forme et 
la position des conducteurs que renferme le système et les flux élec- 
triques qui traversent ces conducteurs. 

Posons 



^ I -h X i/| 1 — X x, — r /j7, — X Yi — Y 



u. - ^-^' ^ ^ 



2 /• 2 



— .r/j7, — ^ Y\—Y Zx~- z \ 

•* \ /• r V ) 

(i3) > V, — H t — "!-»- — — - ^1-+- **'i . 

2 /• 2 /•* \ r r '' J 





r 




yt 




y 




r 




yi 




.y 



i-hXiV, i — lz^ — z/Xi — x Y\— y Zi — z \ 

2 2 2 /•* \ r r r J 

Il est facile de voir que la quantité 

sera une quantité où figureront symétriquement les variables relatives aux 
éléments dtSy dm^ , en sorte que l'on aura 

(l4) U,W-f-V,i^4-W,^VnrUw,H- V(^,-h WiV, 



a» 



r » 



» ^ ^ I .. - 



h' *v^%\r V \ufVu\nHui un^r v^rnrnation qrjî ^Vurod â toote^ 1^ combinaîs^^is 
>î Vf'U'twui dtr, sHtiith ^ruh t/^ut. dan^^ rélémcnt ^c;,. demeurant in- 

!.. // — V. i — W- ♦« dm dm. 



olrfr;iii fin^' vanaliori 



^|M'|// • V,i- \V,«j</5j]//bj, 



'(iii |f'Mirr;ii( ^'iironr M^'crin.*, â cause de régalîlé 02^, 

0(M.'//, •- Vi', - Wil-, )^Qj] <fe,. 

ni, ail rofilrainr, IVîléiiient //cr, variait seul, loul, dans rélémenl rfcr, de- 
HM'iiiaiil irivai ialil'*, la quantité 

(IJ,// -4- V, r-+- W,u)^cy^By, 

-ulMniil lUM* variation 

ô||M',// ' V, <' H \V,ti')r/cj,]^/nT 

qui |iriil <MM'on» M'iMrrire, en vrrlu de Tégalité (12), 

o,|(lJ//, ♦ Vf, -i- Wir,)c/OT,]^CT. 
\,\\ variiilioii totale de la (|uanlité 

l'ktt doiir 

'M(H"i I Vr, I Wir,)r/ml</oT| hd,[(lJ,//-i- V,r 4-\V,tr)^BJ,T^/cT 
• m» 'li 1*011 |>ré|Y»ri», 
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On a donc, d'après régalilé (i5), 



a« 



on=-^ y ja[(Uw,-+- Vr,4- Wir,)flfw]ûrGJ,4-a,[(Ui//4-V,i'-l-W,(r)^^i]^Cjj 



ou 



D'ailleurs, on voit sans peine que ces égalités peuvent s'écrire 



(i6) è 



n = - ^' Ccirn^ f$[{ U, a -I- V, r H- W, (r) dxn], 

les intégrations s'étendant toutes au système tout entier. On doit se sou- 
venir que S indique une variation où l'élément dxs varie seul, tout, en 
Télément ^/gt,, demeurant invariable. 

C'est la forme (iG) qui va nous servir au calcul explicite de SlI. 

Soient ox, Sy, oz les composantes du déplacement subi par l'élément rfcnr. 
D'après la définition de la caractéristique S, il est évident qu'on aura sim- 
plement 

ojc ày oz 

(.7) i^V-=-^»^-^-f ^^-^^^'' 

Si Télément dxs se déplaçait en entraînant avec lui le flux électrique dont 
il est le siège, sans que ce flux changeât ni de grandeur ni de direction par 
rapport à des axes invariablement liés à l'élément dtSj les composantes w, 
t>, SrV de ce flux par rapport aux axes Oxj Oy^ Oz qui sont invariables su- 
biraient des variations S'w, SV, S'w. Nous pouvons poser 

«. *f au , 

ot 

dv 

(i8) < àv =à'v -+-^ dt, 

^ ' ^ ot 

àsv=:i'w-\-~dt. 

Ot 

Foc, de T. - VU. G. 4 
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On voil que -^-dt, -i-dl, -r-dt sont les variations qu'éprouveraient, nen- 
' at al at ' ' ' 

«laiil le temps dt, les composantes «, v, w du flux en un point de l'élé- 
ment da, si celui-ci demeurait immobile. 

Calculons S'«, 5v, o'w. 

Pour cela, prenons trois axes rectangulaires OÇ, Or,, OÇ dont Torienta- 
lion soit invariablement liée à celle de la matière qui forme l'élément rfo. 
Soient s, t|/, y^ les composantes par rapport à OÇ, On], Oi^ du flux en un 
poini de l'élément dm. Nous aurons 

/ u — ipcos{|, a;) ■+■ iJjcos(-o, -r) + /cos(C, x), 

( tv = 9cos(5, 3) -i-v^cos(t), ;) -t-xeos(;, s). 

Si l'élément f^cj se déplace en entraînant le flux (|ui le traverse, les quan- 
tités ç, iji, y_ demeurent invariables; elles doivent donc être comptées 
comme constantes dans le calcul des quantités S'h, o'c, o'h', en sorte que 
l'on aura 

/ i'ti = ^ i CQS(î„ x) + i}/dcos(ï), -r) -f-y_ôcos(C.-'"). 

(■io) ■ i'v — <p3cos(^,^> -t-iJ'iîcos{ïi,/) H- x^ct>s(ï. J)t 

' â'ii' — ipâcos(Ç, ï) +'4'3cos(ri, 5) +xôcos(C. =)■ 

Soient w, oi', w" les composantes relatives à Ox, Oy, Or rie la rotation 
inslaiilanée de la particule dxa. On voit facilement que l'on a 

ÔC0S(?, x) — COS(?, 5)6)' — cos(5. J')«'. 
5cOS(|, j) = C08(Ç,:c)u'— C08(5, Z)ia, 

dcOS(^, :)^C0S(Ç,7)u — COS(^, J^)(0', 

5cQR(n,j-) = cos(-n, =)(.)' — cos{«,j)w", 



I,cs ép;alités (19), (20), (21) donnent 
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Les égaillés (iG), (17), («8), (22) donnent 

\ aj; dy ' dz ) 

-+- Vj f -^- dt -i- //&>"— tro) j 

-h W,f -r-ûf^4- rco — wco'j cfcr 
fdxn, Au, // -f- V, t' -+- W,(i') 3(^cj). 



2 



Si l'on observe que l'on a 

t)= jU^dwiy 

x?^J\,dw,, 

Vl!>= Tw, e/e„ 
on pourra écrire 

(,3) on^^--jy u^^i.-^^èj.^^Sz'j 



\ dx dy 



w 






/ (Vu-h'Çv-^rJi>w)d{dfn). 

Cette égalité (23) nous sera d'un grand usage dans le calcul des forces 
électrodynamiques. 
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CHAPITRE II. 



LRS FORCES ÉLECTRODYNAMIQUES ENTRE CONDUCTEURS D'ÉTENDUE FINIE 

EN TOUT SENS. 



§ i. — Trai>ail élémentaire des actions électrodynamiques. 

(Considérons un système de conducteurs d'étendue finie en tout sens, 
parcourus par des courants quelconques. Imaginons que ce système 
éprouve une modification infiniment petite quelconque. 

Son énergie interne croît de SU ; sa force vive de S V — ; les forces ex- 

lérieures qui le sollicitent eficctuent un travail rfc?^; il dégage une quantité 
de chaleur rfQ et Ton a 

(I) Ert^OH-^2 ^'=-EÔU 4-dfÇ^.. 

D'autre part, la loi de Joule [Chapitre I, égalité (3)] donne 



(u) V.dii-= dt J^^Y^^-T^-^^^^i 



4-(E,-T^)r 



E.-T^^)»vJ^T^. 



On peut dire que les forces intérieures au système eficctuent un travail 
(3) d&i—à\^ rfC,. 



L'cnscinl)lc des égalités (i), (2) et (3) donne 



(■'1) 



dHi^. - E OU H- rf/ ri (e, T '^\ u 



+ fE,-T^).' 



dw. 



■■--^)"] 
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Dans notre Mémoire sur V Induction électt odynamique {^) [Chapitre I, 
'^fifalités (i bLs)\, nous avons donné des égalités qui, jointes à la définition 
les quantités E^, E,, E^ données par les égalités (2) du Chapitre précé- 
dent, nous permettent d'écrire 

ôz az ^ 

IjCs égalités (4) et (5), jointes aux égalités (i) et (i 2) du Chapitre pré- 
cédent, permettent d'écrire 

- E ar 

--/[(S-5?lr)-(f-%|^)- 



d 



dis 



Or les diverses théories exposées au Tome I de nos Leçons sur rÉIrr- 
tricité et le Magnétisme nous laissent facilement reconnaître : 
i" Que la quantité 

représente le travail élémentaire des actions électrostatiques qui s'exercent 

entre les diverses parties du système conformément aux lois de Coulomb ; 

2*^ Que, si l'on néglige les variations qu'éprouve la quantité par suite 



(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ t. VII, B.: 1893. 



9 0. >-. 



?. [>i:hf.m. 



i -» <*>»;* n/'-m^nr d'»>ur rl.>s rjiv>m«>s parlu's iJii système ^approximation qu»^ 
ri«v;-^ ^oyr^nrl»*^ r/->nv**n»i d^; faire; la qiianlit/r 



7 '^^^ <^ir//r; 



- ( 



OY 






ôH 



%>\ 



(h%5 



i'o-O' 



^^r^^♦'rl^*• !»• fravail /rlf-rrumlaire des actions moléculaires imaginées par 
VI, H, von Helmhokz: 
î" ^^rj^' la quanfirV* 



"/( ''" ■ ^ ^^ j « - f " ■■ ^ 7Â' ,)'-(-'=- -f ^=) »■] * 






i^'j;réH/;nMî le travail élémentaire des forces qui sVxerceraienl entre les di- 
v/'rv;.4 parties du système si on les ramenait à Tétat neutre. 

On voit donc que la présence de courants électriques dans le système a 
if4fm effet (ÏhjouU'S aux forces intérieures déjà connues de nouvelles forces 
/lont le travail élémentaire a pour valeur 



(1) 



fh ■■' dl j (CjfU -+- CyV -f- CzW)djs -+- 



«311. 



i\i; sont h'Mforrjin éU'drodynarniqucs. 



(^ 2. — (Uilcul plus complet de ce travail. 

\m quantité Z\\ nous est donnée par l'égalité (23) du Chapitre précédent 
Il s'agit donc de calculer plus complètement la quantité 



dt 



j (CjcU -+- CyV 4- Czsv)dt. 



Nous aurons 



(H) 



\ 



Cj; dl -- (ÎL, 4- ôL, 

<!'y r// - iM| -f- ÔM, -H . . . , 



les quaiililés oL, ôM, ôN ayant les valeurs données dans notre Mémoire 
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sur V Induction électrodynamique ^ Chapitre II, égalités (i3). Seulement, 
dans ces dernières égalités, les notations ne sont pas les mêmes que dans 
le présent Chapitre. Pour faire concorder ces notations, il faudra remplacer 

0„ W,, X, par U„ V,. W.. 

^ Y), Ç |)ar X, r, z, 

/, ^, // par $x, ô/, oz. 

On aura alors, par exemple, 

.L,-_=-f[a<.w.,,.(u,^.v.^ + w,^)*,J. 

«1, = --1'[3(V, rf.,,^(u,-'|f^V,^^+W,^')*,], 



o\, ~ 



|'kw,..,,.(..,^^^.v,!^5r + w,f^)*,]. 



Si Ton observe (jue Ton a 

i) — (\}x dxsx, 

on peut écrire les égalités (8) 



2 V ax OX (}X 



2 \ dy dy ôy 

ol \ dz oz oz ) 



On a donc 



(9) dt I (CxU -{- CyV -^ C^iv) dxn 

V dy dy dy ) 



I/éf^alil»^ 



iloiinc 
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2n= - — / (V)M-t-V'i?-4-^ir)e/cj 



2ôn = 



i'ôV^ -+- iroiJ?))e/?5T 



--y («01) 



3* 

2 



-_y(v,« 



Vi' -+-^ir)*î(^CT). 



Si Ton HMiiplace o«, Oi^, Oiv par leurs valeurs déduites des ég^alilés (i8 ) et 
(2'2) du (Ihapître précédenl, on trouve 



2 J \ Ôl Ôt Ôt I 

-r- I (Vtt -f- Vr - ^nvjôifim). 



L<»s éf^alités (7;, (9) et Oo; donnent 



(II) /'/t - - 611 



fwï. 






:•) 



il» /' 

^ J 

/// /// ///• / 



\''oO»f] <fe 







'// />/ z^^' / 






. '/'Jr ^ /y6î . 



r/nr. 



nrni|>lar;on'» m;finf>'n;fnl ^11 J/;m soo ' *pr^'îîi;iofi, d<Wluitc de ré{j:alitê <!î3) 
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du Chapitre précédent, et nous trouverons 

(..6«) Jr= -J[ «(_d.-^-_a^-t-_ô.-j 



+ V 



2 ^ L \ «/^ OJe ax J 

\ oy or ay J 

§ 3. — Transformation de V expression précédente; 
calcul des forces électrodynamiques. 

Conservant le premier terme de l'expression de di^ nous allons trans- 
former le dernier au moyen d'intégrations par parties. 

Soit S une surface de discontinuité qui sépare deux milieux conducteurs i 
et 2. Les composantes du mouvement ne sont pas forcément les mêmes de 
part et d'autre de cette surface; d'un côté, elles seront Sx,, Sy,, Sz, ; de 
l'autre, ùx.,^ ^y,^^ ^z.^. 

On voit sans peine que l'on peut écrire 

V Oy à y dy J 

~ "" S ^ [«1 cos(N,, X) 4- v', cos(N„ j) H- s^\ cos(N„ ^)] (t3 d^, -h t? dj, -h ^ 5^,) 

+ [«, cos(N„ x) -h r, cos(N„/) 4- «•, cos(N„ 5)] ( il) 3jr,4- \'> 3j,-+- ^ dj,){ ûTS 

-^-^[-^ox^-dy-^—dzJ]^cir. 
Fac. de T. — VU. G. 5 



az az 



4- i' 
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Los êgalilês ( 1 1 bis ) cl (i 2) donnent 



^i3) €£-: = — 



T S ^ [''i cos(N„ J-) -+- r, cos (N„j') -h il-, cos(N„ 5)] (O Ar, h- <> dv, h- ^» oz^) 



Posons 



('■«) 



[(§-^)"-i^'-^').— (^,-|-^)]*=| 



^^-Xl^- 



' ^ = 



cil = 



V2 W- 
V 2 V ^ V 












cl rôj^alité (iS") nous permettra d'énoncer les résultats suivants : 

Un conducteur continu quelconque, trairersé par des courants quel- 
conques , subit deux sortes de forces êlectrodynamiques : 

I** Des forces appliquées à chacun des éléments des surfaces de dis^ 
continuité qui le terminent, U élément dS subit une force dont les conh- 
posantes sont a; dS, ^dS, i t/S, a;, i^, ^ ayant les valeurs suii^anirs .• 



a: -I — 



,1* 



— V)[// COS; N;, ./ ) — iCU>< N/, j) -h »rcos(N/, -)], 



(••>) 



3s 

'^ — — — "^^ [ " ^*0< ' \,, X; — i" <!OS I \/, V ) -r- 1»' COS ( N/, Z )], 

t- — — ~- ^>[a<'jt^.\^, X) ^ icos< N|, V) — ircos(N/, -)], 



\/ <'7a/// /a normale à l'élément dS vers l'intérieur du conducteur. 

2" Des forces appliquées à chacun des éléments de volume du con- 
ducteur, [Jéhnnent dus subit une force dont les composantes sont X dus^ 
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Y rfcj, Zrfnr. X, Y, Z ayant les valeurs suivantes : 
Ces formules sont dues à M. H. von Ilelmholtz (*). 



§ 4. — Remarque relatà^e aux forces appliquées à la suif ace 

d'un conducteur. 

Imaginons qu'une surface de discontinuité S sépare deux conducteurs i 
et 2; supposons, en outre, que les deux conducteurs adhèrent l'un à l'autre 
le long de la surface S, en sorte que les composantes S.r,, S^,, cz^ d'un 
point M< du conducteur i infiniment voisin de la surface S différent infini- 
ment peu des composantes S^a, S^j? ^^2? d'un point M^, appartenant au 
conducteur 2, mais infiniment voisin du point M,. Dans ces conditions, la 
force appliquée à un point de la surface S, considéré comme faisant partie 
du conducteur i, et la force appliquée au même point de la surface S, con- 
sidéré comme faisant partie du conducteur 2, se composent en une force 
unique dont les composantes sont 

; — V)[ M, cos(Ni, j:-) 4- i', cos(\i, j) -+- ti'i cos(N,, z) 

H- w, cos(N,, j:) -h (', cos(N,, j) -h<f'iCos(N,, s)], 

Yî = V [ M, cos(N,, x) -f- r, cos(N,,7) h- iv, cos(N,, z) 



1 



-f- MtC0s(N2, Jo) 4- r, cos(N,, j) -h trtCOs(Nj, 5)], 



; — ^[ M, cos(N,, j?) -h (', cos(N,,/) 4-a', cos(N,,^) 



2 



WjCOs(N„ x) -t- i'jCOs(Nç, j) -h <rjCos(Nj, c)]. 



(») H. VON IIelmholtz, Ueber die Théorie der Elektrodynamik. Iff* Abhandiung. Die 
elektrodynamischen Krâfte in bewegten Leitern (Borchardt's Journal^ t. LXW fff, 
p. 3oo; 1874. — Hblmholtz, Wissenschaj tliche Abhandlungen, t. I, p. 734^. 
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Soit E la densité électrique en un point de Télément rfS; nous aurons 

à¥ 

•^ =— [ wi cos(Ni, a:) -+- c, cos(N,,7) -h «', cos(N„ z) 

-h w, cos(N„ j:) 4-c,cos(N„7) -h «'iCOsCN,, 5)], 



et les composantes précédentes pourront s'écrire 



(«7) 



-2 (7< 



Si, en particulier, les courants qui traversent la surface S sont des cou- 
rants uniformes, et ce cas est le seul qui puisse être soumis à des observa- 
tions précises, la force dont ^, y], ^ sont les composantes s'évanouira. 

Si la surface S est la surface de contact d'un conducteur avec un iso- 
lant, les composantes -X, g'? ^ de la force appliquée en un point de la sur- 
face S pourront s'écrire 



(18) 



'A ut 

1 ôt 

\ Ot 



y. — 



On voit que cette force s'évanouira, elle aussi, dans le cas où le conduc- 
teur est traversé par des courants uniformes. 

On serait tenté de croire que les forces représentées par les formules (i 5) 
peuvent devenir observables dans le cas où deux conducteurs i et 2 conG- 
nent l'un à l'autre par une surface S sans adhérer le long de cette surface. 

Dans ce cas, en effet, en un point du conducteur i situé sur la surface S 
agit une force dont la composante suivant Ox a pour valeur 

a* 

A;,=r V)[f/, cos(N,, X) H- (^, COS(Ni, j) -h iV^ cos(N„ «)]. 

En un point du conducteur 2, situé également sur la surface S, agit une 
force dont la composante suivant Oo; a pour valeur 

a;,i=— — t)[i/, cos(N„a?) -h c'îCos(N„ j) -+- «', cos(N„ 5)]. 



LES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES ET ÉLECTROMAGNÉTIQUES. G.37 

Supposons uniformes les courants qui traversent la surface S, et soit 
J dS dt la quantité d'électricité qui traverse l'élément û?S, dans le temps rf/, 
du conducteur i vers le conducteur 2; nous aurons 

J = — [w, cos(N,,^) H- r, cos(N„ v) -+- iv, cos(N,, 2)], 
=3 w, cos(Nj, x) H- i'îCos(Ni,/) H- ir, cos(Nj, s). 



et, par conséquent, 



3 2 



(»9) \'7i=--'<?J, JTî^:- V'^''' 

%, ■=— iî?J, 2b, = - — U?>J. 
2 2 

D'après ces égalités (19), les deux forces (^C-,, U^^%^) et (.X^, i^j, %^) 
qui correspondent à un même point de la surface S sont égales et de sens 
contraires; les actions électrodynamiques tendent donc à entraîner en sens 
contraire les parties superficielles contiguës de deux conducteurs que par- 
courent des courants uniformes. 

On pourrait donc espérer d'observer les effets des forces représentées 
par les égalités (19), si l'on pouvait faire glisser deux conducteurs l'un sur 
l'autre, sans qu'ils adhèrent le long de leur surface de contact. 

Mais une pareille surface de glissement parait irréalisable. Si, par 
exemple, on essaye de la réaliser en faisant mouvoir un conducteur solide 
dans un conducteur fluide, l'effet du frottement sera tel qu'une mince 
couche fluide adhérera au solide et sera entraînée dans son mouvement; si 
l'on passe de l'intérieur du solide à l'intérieur du fluide, on observera une 
variation rapide des vitesses au travers d'une couche de faible épaisseur, 
mais non une variation discontinue des vitesses à la traversée d'une surface 
d'épaisseur nulle. Dès lors, les forces (-X|, g",, 3&,) et (.X2, JTa? ^2)7 repré- 
sentées par les égalités (19), se détruiront. 

Il en sera encore de même si l'on essaye de faire glisser deux conducteurs 
solides l'un sur l'autre. En réalité, ces deux conducteurs seront en contact 
non pas directement, mais par l'intermédiaire de l'air interposé, et nous 
pourrons répéter ce que nous venons de dire. 

Les forces représentées par les égalités (1 5) paraissent donc échapper 
aux prises de l'expérience. 
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CHAPITRE m. 

THÉORÈMES DIVERS SIR LES FORCES ELECTRODYNAMIQLES. 



S I. 



Simplification drs fonctions ^, ^, A, 



Los forces appliquées aux divers élêmenls de volume d'un conducteur 
dépendenl des fondions u\ '^. A, définies par les égalités [Chapitre II, éga- 
lités O I)], 



\ 2 y- ^} 



H) 






<>J 



Posons 



( l) 



ô\ 






i-.' ci/ /* 



^rf/ désignant la variation (|ue la fonction potentielle électrostatique du 

système éprouverait pendant le temps dt, par suite du changement de dis- 
tribution qu'engendrent les flux (//, r, «•), si les divers conducteurs du 
svstème demeuraient immobiles; en sorte que 



ât 



V[ i/,cos(N,,.r)H- i,cos(N,, v) -*-«r, cos(N,, j) 

-h MjCOS(Nj, X) -+- (\COS(Nj. v) - 

J \d.tt ÛYi <>-! ' /• 



•«■lCOS(Nj, 5)] -rfS 



Nous c'turons | Chapitre préliminaire, égalités (u))] 



(i) 



« ■ 

J r i 



I — >. <)n' 

-_ — , 

'>. a y 



LES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES ET ÉLECTUOMACNÉTIQUES. ti.Sp 

Moyennant ces égalités (3), les égalités (i) prennent la forme très simple 

i .« ^ f à r \\ ^ or \\\ ^ \ 

(•«=-â(l/^*-.4/>'*.)' 

OU encore, d'après les propriétés connues des fonctions potentielles ordi- 
naires. 



(•>) 
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Ces expressions de ^, ^, s^ mettent en évidence un résultat fondamen- 
tal ; c'est que les trois fonctions ^JP, ^, S{. ne dépendent pas de la constante A 
d^IIelmholtz. 

Si l'on observe qu'en tout point d'un conducteur parcouru par des cou- 
rants uniformes on a 

du d^' d^v 
Ox Oy Oz 

on voit que les égalités (i6) du Chapitre précédent, jointes au résultat 
précédent, conduisent à la conclusion suivante : 

La valeur de la constante X d'Helmholtz est sans influence sur les 
forces électrodynamiques qui sollicitent les éléments de volume d* un 
conducteur travei^sé par des courants uniformes, quel que soit d'ail- 
leurs le courant agissant. 

\ous avons vu, au § 4 du Chapitre précédent, qu^aucune disposition 
expérimentale réalisable ne permettait de constater les forces électrody- 
namiques appliquées aux divers points des surfaces de discontinuité d'un 
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conducteur traverse par des courants uniformes. Nous pouvons donc dire 
<|ue la constante (Vllelmhoitz est sans influence sur les actions électro- 
dynamiques subies par un conducteur que traversent des courants uni- 
formes de la part d'un conducteur que traiter sent des courants quel- 
conques. 

Pour un conducteur traversé par des courants uniformes, les fonctions 
v>, y^, \îP ont, en chatpie point de r(?space et à chaque instant, des valeurs 
indépendantes de la valeur attribuée à la constante X (Chapitre prélimi- 
naire, § 5). Dés lors, les éJ,^1lités (i5) et (iG) du Chapitre précédent nous 
montrent que la Daleur attribuée à la constante X d'Helmholtz est sans 
influence sur les actions êlectrody nautiques quun conducteur traversé 
par des courants uniformes exerce sur un conducteur traversé par des 
courants quelconques. 

Si nous rapprochons ces conclusions de celle-ci, que nous avons déjà 
ohlenue ((Chapitre préliminaire, § 5) : La constante X est sans in/luence 
sur les phénomènes d'induction enf^endrés dans un conducteur quel- 
conque par un conducteur que trai'ersent des courbants uniformes, nous 
pourrons donner cet énoncé entièrement général : 

Les propriétés électrodynamiques des conducteurs traversés par des 
courants uniformes sont indépendantes de la i*aleur attribuée à la 
constante X d'IIelmholtz. 

Si Ton cherchait h*s conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un 
conducteur exerce sur un autre conduclcuir, traversé par des courants 
queh;on(pies, des actions indépenchmtes de la valeur attribuée à la con- 
stante X, on serait immédiatement ramené à chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que l(»s trois (piantités t^ \*>, xjj) soient indé- 
|)endantes de cette valeur; or ces conditions nous sont connues* elles 
sV'xpriment par les égalités [(Chapitre préliminaire, égalité (33)J 



dW 


d^V 


(VV 


"-"- o. 


— - :" o. 





du ' 


Ov ' 


Oz 



ou encore par les égalités [(Chapitre préliminaire, égalité (33 bis)] 



Ox - ""' O'y ''"' ""' dz 



Les courants (|ui produisent des forces électrodynamiques indépendantes 
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(le la valeur de la constante A sont donc aussi ceux qui engendrent des 
forces clectromotrices d'induction indépendantes de la valeur attribuée à 
cotte constante. 



§ 2. — Retour au cas des courants linéaires; loi de Grassmann, 

La première des égalités (i6) du Chapitre précédent devient, en vertu 
des égalités (5), 

1 \dx dy dz ) 



\ous pouvons évidemment écrire 

Soient /et/, les flux qui ont respectivement pour composantes w, ^', w 
et Ui, i^»,, iv, ; soient s et s\ les directions de ces flux; nous aurons 

UUt -h W, -*- WÇi =//i C0S(5, 5j ), 

di di di di 

r r r . r 

ax ay az •' as 

d'- 
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Ia'< «'pralilés (ti) et « 7) fournissent donc Tégalilé 



>. ^ ôr f)y dz ', 



I — A 



2 



iX — T 






Su|)[>oson$ niaintenant que les courants agissants soient des courants li- 
néaires, d'intensités J et J,, de sections &> et &>,. Nous aurons 



rlm 'ji dsy 


dl3x 'a^i d.Si^ 


J /'.>, 


J|— /l'*>l» 


dà . : du 
ds ^ i)x 


ôv Oz 1 



I^'i'ffralité précédf'nle deviendra alors la première des égalités 



\dm-^ 






a« dl ^ 

1 ds . 






(r-x 






\dm - — 



(«; 



9. 






a 

•î 



! du .y L ^ '' 






7, dm ■=: — 



2 



-.] ds I I cos(.ç, 5, )-j T -^ I J, ds^ 

i J L. àz ôs^ dsi J 



— ^ds I 
X ds V L 



dzi 

i -hl ds, I -+- X 

î _l 

2 r 2 



(:; — 



'^1 



ilrs é}jalités(8) redonnent l'expression déjà trouvée [Leçons sur rÊleC" 
/ricilé ri lo Maf^nétismCy t. III, p. 266, égalités (i)] des forces qu'un 
courant linéaire exerce sur un élément de courant linéaire (*). 



(• s (\'r^\ \v\ II* lieu (le rectifier une erreur qui s'est glissée dans celle partie du Tome IIJ 
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Les forces appliquées aux divers éléments de volume d'un conducteur et 
définies par les égalités (iG) du Chapitre précédent ne sont pas les seules 
(jui soient appliquées à un conducteur. La surface de ce conducteur est, en 
outre, sollicitée par des forces que définissent les égalités (i5) du Chapitre 
précédent. 

Dans le cas où les circuits agissants sont linéaires, ces forces se rédui- 
sent à des forces appliquées soit aux extrémités libres des conducteurs ou- 
verts, soit aux points par lesquels deux conducteurs linéaires glissent Tun 
sur l'autre. Si Ton désigne par M un de ces points d'application, par J 



«II' nos Leçons. A la page 267, nous avons écrit l'égalité erronée 



à la place de l'égalité 



cos cos 0' = cos w — /• 



COSO COSO' = COSO) -+- /• 



Os Os' 



Oir 
Os Os' 



L'égalité (2) (p. 267) doit alors être remplacée par l'égalité 



et l'égalité (3) par l'égalité 



rfr.rfM(/-)i ■ . 

iir L r cir ] p*^ ^ 



v/ V / \ ' dM(r) 



Il en résulte qu'à la page 265, on devra faire 



au lieu de 



22 



22 



d3 



Le terme qui, dans X [(p. 265, égalités (10)], renferme en facteur -7- cis deviendra alors 



1 ds ^ 



fh 



X , , , /• I -h X ^/* 

-(^-^)0s''^-^ 




ds'. 



Une correction analogue, consistant à remplacer le facteur — ( )> partout où il 

figure, parle facteur > devra être faite aux pages 266, 271, 272, 278, 275, 276. 

A cette dernière page, dans l'égalité (10), le terme indépendant de /• devra s'écrire 



3» i -+- X ^J dV 



%\ 3__X rfj dY 



-j- -j^, dsds' et non pas ^^ ^ -7-, ds ds' . C'est pour la valeur X = — f , 

% 1 ds ds ^ 2 7L ds ds ' 



et non pour la valeur X = 3, de X que ce terme disparaîtrait. 
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rintensité du courant qu'y amène le conducteur, la force appliquée au 
point M aura pour composantes 



X =- 



Y = 





^ /• I -f- A as 





Z - 



Les forces de ce genre, appliquées aux extrémités libres d'un conducteur 
ouvert, disparaîtront si, comme nous Tavons constamment admis au 
Tome m de nos LeçonSy l'intensité du courant ouvert est nulle aux deux 
extrémités du conducteur. 

Quant aux forces de ce genre appliquées aux contacts glissants, elles ne 
seront pas observables si, en un pareil contact, la continuité du mouvement 
est rétablie, comme nous l'avons expliqué au § 4 du Chapitre précédent, et 
si, en outre, comme nous l'avons sans cesse admis au Tome III de nos Le- 
çonsy l'intensité du courant ne subit pas de variation brusque en traver- 
sant ce contact. Ainsi la théorie générale des courants, exposée dans le 
présent travail, conduit aux mêmes conclusions, dans le cas des courants 
Hnéaires, que la théorie exposée au Tome III de nos Leçons. 

Les rapprochements que nous venons de faire nous permettent de dire 
que les formules 

(g) / Yidm = -j7z(9w — éiu)chsj 

Z, dta—- -^(^w -$(^)t/cy, 

représentant une force appliquée à l'élément dujj sont, pour des courants 
quelconques, l'expression de la loi de Grassmann. Les égalités (i6) du 
Chapitre précédent nous permettent alors d'énoncer la proposition sui- 
vante : 

Les actions électrodynamiques qu^un courant quelconque exerce sur 
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chacun des éléments de volume d^un courant uniforme sont données par 
la loi de Grassmann. 

Si l'on observe en outre, comme nous Tavons fait remarquer au § 4, que 
les forces électrodynamiques appliquées aux surfaces de discontinuité d'un 
conducteur parcouru par des courants uniformes peuvent toutes être pra- 
tiquement négligées, on voit que Ton peut énoncer le théorème suivant : 

Un conducteur traversé par des courants quelconques agit sur un con- 
ducteur tj^aversé par des courants uni/ormes comme si chaque élément 
dm^ du premier exerçait sur chaque élément dxs du second une force 
ayant pour composantes 






dwdwij 



§ 3. — Loi d'Ampère. 

Si Ton se reporte à Tune des égalités qui expriment la loi d'Ampère 
[Leçons, t. III, p. 288, égalité (6)], on voit sans peine que cette loi d'Am- 
père donne l'expression suivante pour la composante parallèle à Ox de 
l'action que l'élément û?ct, exerce sur l'élément dxs 



[3/j? — j:, y — yt z — zi \ 



X 



/£_^ «1-t- -^ ^ -^^ i^i-f- ^-^ «'i)j dfsdnSi. 



Si l'on compare cette égalité à la première des égalités (10), on trouve sans 
peine que l'on a 

(12) ({'—$) é/iKJt/cTi= — («i/-i-(3f'-+-yiv) dusd^i 
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avec 



4. /^l 4. /H 4r 

(19. bis) I . d \ , /r <; I /7- d \ , 

^r /^i 4. /H 4. 







ày 

/ 





L'égalité (12) inonlre que si Ton veut que la loi d'Ampère et la loi de 
(irassmann donnent le même résultat lorsqu'on les applique au calcul de 
Faction exercée sur un élément de courant dxs par le conducteur auquel 
ap[)artient l'élément dvs^^ il sera nécessaire et suffisant que Ton ait 

( 1 3 ) l of. dxfSi = 0, 1 (3 r/GJ| =: o, 1 y dxsx = o, 

et si\ autres égalités analogues obtenues en considérant les composantes 
parallèles à Oy et à O^. 

Or il est aisé de voir que Ton peut écrire 

I ocdu5i=z— V(j"i — j:) — [ //, cos(N,, j:) -f- r, cos(N,,7) -4- «r, cos(N,, z) 

-+- //, cos(Nj, x) -h ♦'2C0s(Ni,7) ■+■ MP',cos(N„ 5)]^S| 






ou bien 



(xdTSi = ^ \ ,3 — -[ "iCOs(N,,^') -f- r, cos(N,,y) -h tr, cos(N,, 5) 

H- W2Cos(N2, j:) h- t'îCos(N2,y) -f- ««'jC0s(N4, 5)]rfS, 

La première des équations (i3) devient donc la première des équa- 
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tiens 



V kJ /•* dt ^ J /•* ^/ 

0(-r,-.r)(.y.-yj «^. ^g A-r.- -r) (y. - j^) ^^ . 

Ajoutons membre à membre les égalités (i4)î ^^ tenant compte de la re- 
lation 

Xous aurons 
Moyennant cette égalité, nous pourrons donner aux égalités (i 4) la forme 

Si Ton définit la quantité J comme elle a été définie au Chapitre pré- 
liminaire, égalité (34), les égalités (i5) et (17) deviendront 

d^ __ ^ _ ^ _ 

(18) { 

dyôz ' dzdx * dxdy ~ ' 

Si ces égalités sont vérifiées en tout point extérieur au conducteur 
agissant, la loi de Grassmann et la loi d'Ampère, appliquées au calcul 
de V action exercée par ce conducteur sur un élément de volume d'un 
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' "I, "''1 "[, <\ "[, "H 

l,'i''(.'iilil''' (ly.) iiioutsi- t\iu- si Ton vciil (|in! la loi «rAiiijn'-nt v.l la loi H*- 
(«f'ii<-<in;ifiti (l(ifif)«riil Ir; iiii'iiic trsiilliit lorsijirori l<-s iijtplitiiu' au calcul rl<' 
Viirlinii v\i:iTi-i- NUI' un ('■{('■iiictil ih: fouratit c/oi par U" coiidutlcur auquel 
ii|i[i;ii'tifiit ri'-li'-riK-til f/(!J,, il H4>ni ii<Vi-ssair<^ cl suflisiaiit que l'on ail 

'•I si\ uiitn-H ('-galitrM armlogucH ohlcinicH rii corisifU-raiil les composantes 
parallMcs à O7 cl t'i ();. 

Or il esl aise de voir c|iii' l'on pcul iViirc 



-S(-'-.--^)j_;.-[ «,r«N(N,..r).H.vus{N„j)-t-.v,Coa(N.,;) 

+ H,co8(N,. j-) + ''iCOh(N„_v)-i-.v,cos(N„5)]<:/S, 



~/< 



, > ' /du, an, 



ou bien 

Jarfra, = -^5£!Zli>![ „, cos(N„j-)-hf, i'OS(N,.>-) + "', cos(Ni,s) 

4-M,cos(N„x) + f,cos(N„/) + <f,ros(N,. 3)lrfS, 

La première des équations (i3) devient donc la première des cqua- 
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D'autre part, Tégalité qui définit v [Chapitre préliminaire, égalités (i)] 
donne sans peine 

(_)n a, cKailieurs, 

'») / ["■ .4; (^') - |r (^0 -■ .4; C-^1] -■ 

_ £ £ — _x, |. ^^ cos(N,, j:) -+- r, cos(Ni,/) -+- «•, cos(Ni, z) 

-h £/tCos(N2, j?) -f- i'tCOs(Nj,y) -h ir, cos(N2, z)]dSi 

J /• \âxi âyt dzj *' 

Moyennant les égalités (20), (21) et (22), l'égalité (19) devient 

i-\-\/du dv dw\ rx — x^/dux^ di>x ^*^i\^ 
2 \dx dy àzJJ r \dj7, âyi dz^J * 

Sx — x^f X — x^ y — yx ^ — ^\\ 

X [ Wi cos(N,, j:) -f- (', cos(N„/)-hcviCOs(Ni,;;) 

w, cos(Nx, ^)-+- <'tCOs(N,,y) -h (1^, cos(N„ 5)]c^S, 



I -T- X fda âi^ dip\ 
2 \d'x ôy âz ) 

X X r~^i £/iCos(N,,;r) -h i^iCos(N,,y) + ii'iCos(N,,5) 

-f- w, cos(N„ J7) 4- i^tCos(Nj,y) -I- w', cos(N„-s)]e/S, jt/nj,. 

Les égalités (12) et (28) nous font connaître la loi des forces appliquées 
aux divers éléments de volume dxs du conducteur. 

Un élément ^/S de Tune des surfaces qui terminent ce conducteur subit 

Fac. de T. - Vil. G. 7 
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conducteur parcouru par des courants, conduiront à des résuliats iden- 
tiques, 

Kn particulier, si le conducteur sur lequel s'exerce Faction est parcouru 
par (les courants uniformes, la loi d'Ampère conduira à l'exacte expression 
de Faction exercée sur ce conducteur par le courant agissant. 

fl est évident que les conditions ( i8; sont remplies lorsque le courant 
a^^issant est uniforme. Ainsi : 

La loi d^ Ampère est équivalente à la loi de Grassmann dans le calcul 
de r action exercée par un courant uniforme sur un élément d^un con^ 
ducteur parcouru par des courants quelconques; elle donne V expression 
exacte de cette action si ces derniers courants sont aussi uniformes. 

§ 4. — Généralisation de la loi d' Ampère, 

La loi d'Ampère, exprimée par la formule ( 1 1) et par deux autres for- 
mules analogues, possède cette propriété (|ue les actions mutuelles de deux 
éléments de volume, découpés dans deux conducteurs que traversent des 
courants, sont soumis à la règle de l'égalité entre l'action et la réaction. 
Nous allons nous proposer, dans le cas le plus général, de réduire les ac- 
tions électrodynamiques à des forces élémentaires soumises au principe de 
Tégalité entre l'action et la réaction. 

Les égalités (i6) du Chapitre précédent et (12) du présent Chapitre 
montrent que l'élément t/cr peut être regardé comme soumis : 

r* A des forces émanées de chacun des éléments rftzr, et données par la 
loi d'Ampère [égalité (i i)]; 

sj" A une force dont la composante parallèle à Ox a pour valeur 

(19) at/cj = - - \uj(xdw,-\- ^' J ? ^®i -+- ^''J y ^''i -^ ^^ (^ -^ ;^ -^ ^)j ^«J- 
Si l'on fait usage des formules (12 bis)^ on trouve sans peine 

X [ W| eos(Ni, x) -h ('i cos(N,, j) -h Wi cos(N,, z) 
4- WiCos(N„ ar) -h i'sC0s(N„7) -4- (v, cos(N„ z)] c^S, 
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D'autre part, l'égalité qui définit V) [Chapitre préliminaire, égalités (i)] 
donne sans peine 

l'x — x^f jo — jry y—.V\ ^ — ^i\j 

^ f —7—^ (/^ -77- + ^i —pr- -^ '''i "tH j ^^1- 
(Jn a, d'ailleurs, 

'"' /[■: é-. c^^) - ••■ ^. c-^) - ■■•■ .4; r-^1] -. 

" S ^T^' 1^ "' eos(N„ j?) 4- r, cos(]Vi,y) -4- tr» cos(N,, ;;) 

-h «iCOs(Ni, j7)-i- rjCos(Nt,7) 4- ir, cos(N,, 5)]^S, 

J /• \âxi âyi dzj *• 

Moyennant les égalités (20), (21) et (22), l'égalité (19) devient 

/du ai' div\ Cj^ — ^\( ^ — ^\ y—y\ ^ — ^\\ j 

I -h >. fdu àv^ dsv\ r^çj- ^i (àuy d^\ ^*^t\ j 
2 \dx dy àzjj r \dx^ dy^ âz^J * 

Sx — x^f x—Xi y—yi 5 — 5,\ 

m 

X [ Wi cos(N,, j:) -h r, cos(Ni,/)-4- «^'j cos(N|, c) 
H- WtCos(Ns, a?) 4- i'jCos(N2,/) -h (i', cos(N„ z)]dSi 
I -h X /()w 



â'x dy âz ) 



2 \( 
;— * [ //|C0s(N,,;r)4- ^iCos(N,,y)4- (^'i cos(N,,5) 

4- f/tCOS(Nj, J?) 4- <'iCOS(N„y) 4- M^,C0S(N„5)]c^S, jt/cj,. 

Les égalités (i 2) et (28) nous font connaître la loi des forces appliquées 
aux divers éléments de volume dxs du conducteur. 

Un élément rfS de l'une des surfaces qui terminent ce conducteur subit 

Fac. de T. - VII. G. 7 
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une force donl la composante parallèle à Oj: est [Chapitre II, éj^alilé (i:>)] 
AW/S =1 — ^ t) [w cos(\/, jr) -{- i'c<)s(N/, > ) -h irros(N/, 5)]^S. 

Kn vertu des égalités (21) et (22) cette égalité peut s'écrire 
(2/i) -V^S=:— — [//cos(N/, J^) H- rcos(.\/, v) -+- ircos(\/, :;)] 

-4- ^-^ j^ ' ~ ^^ ' [ wi cos(N,,x) 4- r, oos(N,, 7) -4- »r, cos(N,, c) 

-h //2C0s(N,,.r) 4- ('jCos(N„ )') 4- »«'îCos(N,, c)] ^, | ^/S. 

Des égalités (12), (22), (24), et des égalités analogues auxquelles don- 
neraient lieu les composantes des forces suivant les directions Oy et Or, 
on déduit sans peine la conclusion suivante : 

Li's actionH qu^un conducteur quelconque C, exerce sur un autre con- 
ducteur quelconque C peuvent se décomposer en actions élémentaires dr 
la manière que voici : 

i*^ Tout élément de volume rfcnr, du conducteur C, exerce sur tout é /fu- 
ment de volume dus du conducteur C une action dirigée d'un point de 
Vêlement rfcr, vers un point de l'élément dm t*t ayant pour grandeur 

^_( I r :Wj'i^j' Yi— y Zi— z \ 

( /•* I 2 \ /• /• /• / 



X I -î Ut -h • t'i 



- --^ " ■)] 

// — h r •-! ^ -^ ir T-^ + "T^ -^ -T-^ 

2r\ r r r / V//./'i Ofi ôz^ } 

I / .ï-, — J^ Y\ — >' ^1 — z\/ôu ôv ihv^ 

xr \ r r '' J ^y-^ *fy ^^ . 

I -h / (Ou ()r f)\\'\ fôux i)^\ ^^»'*i\ ) , , 
.\ \àt' Oy ôzl\ô.ry (h', ôz^l] 

2** Tout élément c/S,, appartenant à une surface de discontinuité du 
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conduclrur (^,, exerce sur tout élément de volume dxs du conducteur C, 
une force dirigée d'un point de l'élément r/S, 7)ers un point de l^ élé- 
ment duj et ayant pour grandeur 

— -^^ ; — -7 [ "1 cos(\,, jr) -4- i-, cos(N,, v) -i- u', cos(N,, :;) 

-h f/jC0s(N2, r) -h <'iCOS(Nj, >•) -h irjCOs(N„ 5)] 

/ .r^ — .V y, -h V 5, — c\ 

X ( 1/ — ' h i' '^ '- -f- ir -^ ) 

\ /• /• /• / 

I -f-X 
-i j-^[ //|COS(N,, .r) -4- i'iCOs(Ni,y) -f- iv, cos(N,, :;) 



I 



^/,ros(N,, jt) -^ i',cos(N„7) -+- iv, cos(N,, z)] 

(au dv f)iy\ ( .. , 



.r, — r Vi — Y 

X I //i — h i'i — •- -+- iv 



3" Tout élément de rolume dts^ , appartenant au conducteur C^^ exerce 
sur tout élément dS de l'une des sur/aces qui terminent le conducteur C 
une action dirigée d'un point de l'élément </cj, vers un point de l'élé- 
ment dS et ayant pour grandeur 

— vl*- [// cos(N/, x) H- i'ros(N/,y) -+■ u'COS(N/, z)] 

Zi — 3\ 

'~^/ 

H 7 — [//cos(N/,.^)-+- i'COs(>i, r)-4- «''ros(N|,c)J(-r h j-7 -i- -j^y-ft>(tu5i, 

f\^ Tout élément dS^ y appartenant à l'une des sur/aces de disconti- 
nuité du conducteur C,, exerce sur tout élément d'^y appartenant à l'une 
des sur/aces qui terminent le conducteur C, une action dirigée d'un 
point de l'élément ^/S, vers un point de Vêlement dfh et ayant pour gran- 
deur 

— ^* — ^ — '[ // COS(N/, J?) H- l' COS(\/, 7) 4- iV cos(N|, 5)] 
-4 

X [ /i| cos(N,, x) -h <', ros(N,, j) + i»', cos(N,, :;) 

-+- //jCOS(N„ jr) -+- i-, cos(Nj, y) 4- tr^ cos(\j, s)] dSd^i. 



Il est visible que toutes ces actions élémentaires satisfont à la règle de 
l'égalité entre l'action et la réaction, 

I^a loi que nous venons d'établir est évidemnicnl la généralisation de 
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celle que nous avons trouvée (*) pour les courants linéaires [Leçons sur 
l' Electricité j t. III, p. 276, égalité (10)], loi d'après laquelle deux élé- 
ments ds^ ds' de courants se repoussent avec une force 

K n= ^ ( coso) cosvros7 

,\ds -7-7 t/.ç' ros 9 Vds' — ds('o>0' ; — — dsds'. 

ir as 2r ds x 1 ds ds 

L'existence de forces indépendantes de la distance parmi ces actions 
élémentaires constitue un paradoxe aussi facile à expliquer dans le cas gé- 
néral que dans le cas particulier des courants linéaires (voir Leçons sur 
l'Electricitéy t. III, p. 27G). 



(*) Celle-ci élanl corrigée comme nous l'avons indique plus haul (page 43, en note), 
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CHAPITRE V. 

COOHDONNÉES DE KLEIN. - GÉOMÉTRIE ANALLAGMATIQUE. 

(^HM<lonn(''es télraédriques. — Forme caractéristique de tu (a:); réciproque. — Forme de 
M. Klein. — Système de six complexes linéaires en involution deux à deux, — Configu- 
raiion remarquable qu'ils forment. — Propriétés des quinze congruences C/y. — Notation 
particulière pour leurs directrices. — Les demi-quadriques Q/yjt. — Les dix quadriques 
fondamentales. — Les tétraèdres fondamentaux. — Relations remarquables entre les qua- 
driques et les tétraèdres. — Digression sur une configuration offerte par trois complexes 
linéaires en involution deux à deux.— Groupement des sommets et des facesdes tétraèdres. 
— Propriétés des permutations de six lettres. — Les tétraèdres desmiques. — Distribu- 
tion sur une conique des six pôles d'un même plan. — Configuration des seize points ot 
des seize plans. — Transformations qui font revenir sur elle-même la forme fondamen- 
tale. — Quelques généralités sur les espaces à n dimensions. — Représentation d'une 
quadrique sur un plan. — La projection stéréographique. — Correspondance entre la 
Géométrie projective sur une quadrique et la Géométrie anallagmatique dans un plan. — 
]^a Géométrie de l'espace réglé est identique à la Géométrie anallagmatique d'un espace à 
quatre dimensions. 

7i. Nous avons défini au n° 3 un système particulier de coordonnées r/yt de la 
li^ne droite, dont la notion se trouve liée à celle d'un certain téti^aèdre de coor- 
données. 

Fac. de T. - VII. I 
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îSous avons indiqué ensuite comment on pouvait substituera ces coordonnées 
de nouvelles coordonnées au moyen des formules de transformation 

fik = Aaj ^1 -+- A/A,j j^s -f- . . .-T- A/A-,6 xt , 

dans lesquelles I(î déterminant de la transformation n*est pas nid. l-es équations 

représentent chacune un complexe linéaire, et ces six complexes ne font pas évi- 
demment partie d'un même système à cinq termes. 
Les variables rik vérifient la relation 

cl, si on leur substitue les variables jt/, le premier membre de celte équation 
devient une forme quadratique en j^i, X2f •• ., J^ot 

La forme de la fonction co (x) caractérise les coordonnées. Il y a deux types 
particulièrement importants et qui ont, d^ailleurs, entre eux les liens les plus 
étroits. Le premier est le suivant 

Xi JT^ H- a7j Tj -i- X3 Tg, 

et le second, qui a été considéré par M. Klein en premier lieu, et qui est la base 
des recherches de ce géomètre, consiste dans la somme de carrés 

X I ~T~ ^9 I • • • ~T" X ^ m 

Nous allons étudier successivement ces deux types. 

Nous observerons d'abord que les coordonnées r/yt réalisent le premier, et nous 
allons montrer que, réciproquement, si les coordonnées réduisent la forme co(jr) 
au type 

OJ (X) = XiXs, -h XjX^ -^ XiX^ 

(somme de trois rectangles), les x^ sont des coordonnées rih par rapport à un 
certain tétraèdre. 

Kn effet, si nous cherchons la forme adjointe Û(a), nous trouverons 

c'est-à-dire (o(a). C'est un de ces cas où la forme adjointe reproduit la forme 
primitive. Pour le complexe Xp = o, tous les coefficients ai sont nuls, sauf ap, el, 
par suite, Û(a) = 0; les complexes coordonnés sont donc tous spéciaux. 
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Montrons maintenant que les directrices de ces complexes sont les arêtes d'un 
télraèdre. 

r^a condition d'involiition de deux complexes A, B s'écrit ici 

elle est vérifiée pour chaque couple x^=n, .r<y=o de complexes coordonnés, 
sauf pour les trois couples d'indices i et 4? 2 et 5, 3 et 6. 

Prenons, par exemple, les complexes d'indices 1, 2, 3 {Jig* i), puisqu'ils sont 
spéciaux et en involution deux à deux, et qu'ils ne font pas partie d'un même 
système à deux termes, il en résulte que leurs directrices forment un Irièdre ou un 
triangle : par exemple, un Irièdre de sommet O. 

Les directrices des complexes 2, 3, 4 forment de même un Irièdre ou un triangle ; 
mais si elles formaient un Irièdre, la directrice de 4 devrait passer au point de 
rencontre O des directrices de 2 et de 3; la directrice de 4 couperait donc en O 
celle du complexe i, ce qui ne se peut, attendu que 1 et 4 ne sont pas en invo- 
lution. Donc les directrices de 2, 3, 4 forment un triangle, et la directrice de 4 
coupe celle de 'à en un point O2, celle de 3 en un point O3. 

Si Ton prend ensuite la directrice de 5, elle forme avec celles de 3 et 4 "" 
trièdre ou un triangle. Si elle formait un triangle, elle serait dans le plan OO2 Oj 




et couperait la directrice de 2, ce qui ne se peut, attendu que 2 et 5 ne sont pas 
en involution. Donc les directrices de 5, 3, 4 forment un Irièdre, et, par suite, 
la directrice de 5 passe en O3 ; de même la directrice de 6 passe en O2. 

Il ne reste plus qu'à prouver que les directrices de 5, 6, i se coupent en un 
même point 0|, c'est-à-dire forment un Irièdre. Or, en effet, ces trois directrices 
se coupent deux à deux; elles forment donc un trièdre ou un triangle. On ne 
peut admettre qu'elles forment un triangle, car la directrice de i, étant alors dans 
le plan des directrices de 5 et de 6, couperait la directrice de 4î ^^ cela ne se 
peut, puisque i et 4 ne sont pas en involution. C'est donc un trièdre que forment 
les droites directrices des complexes i, 6, 5. 

Il est ainsi établi que les directrices des complexes coordonnés forment un 
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létraèdrc, dans lequel les couples d'arélcs opposées sont les direclrîces des com- 
plexes I et 4î ^ et 5, 3 et 6. 

On serait amvé évidemment au même résultat si Ton était parti de rhjpolhèsc 
que les directrices de i, 2, 3 forment un triangle et non un Irièdre. On aurait 
obtenu une configuration dualistique au point de vue des notations de celle que 
nous avons trouvée. 

Ceci posé, affectons de l'indice i le point 0|, de l'indice 2 le point Oj, de l'in- 
dice 3 le point O3 et de l'indice 4 le point O; puis considérons les coordonnées 
/•/A définies au n" i et prises par rapport à ce tétraèdre. 

La directrice du complexe 

I est la droite O 0| ou 41» 

a » O Oj » 42, 

3 >) O Oj » 43, 

4 » OjOj » 23, 



Or l'équation 



5 » OjO, » 3i, 

6 » 0|0j » 12. 

t'ik = o 



est la condition de rencontre d'une droite avec la droite ik] donc, avec le sys- 
tème des /va> l'équation du complexe 



1 sera r^i = 0, 

2 » r^i = o, 

3 » r^j = o, 

4 » r,8 = o, 

5 » rai = o, 

6 » Tu = o, 



et, comme les r/^ sont des fonctions linéaires de x^^ on devra avoir 

xi = aiTn, 

Xt = «iT^j, 
a?3 = «8 7-48, 

Xi, = air,8, 
Xi = «irai, 
Te = «irij, 

où les a, 7! sont des constantes. Si l'on forme 
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celle forme ne devant différer que par un facteur de 

r4,/-,j-t-r4îr3|H-ru/'iî, 
on voit que 

(2) a, ai = a,a', = ajai*. 

mais, et c'est là le point essentiel, les formules (i) montrent bien qu'aux fac- 
teurs a près, les x^ sont des coordonnées r,> prises par rapport à un certain 
tétraèdre. 

La présence des facteurs a est sans importance, puisque, eu égard aux rela- 
tions (2), on peut les faire rentrer dans les x sans changer la forme 

X\ X^ -4- iFj a?j -h 073 07$. 

En somme, effectuer une transformation qui ramène de la forme ci-dessus à 
cette même forme revient à changer le tétraèdre de référence. 

Le lecteur prouvera aisément, comme application des formules qui définissent 
les t'ik au n^ 4, que réciproquement tout changement de titres ou de coordon- 
nées se traduit par une transformation linéaire des coordonnées t/a. 

75. Les autres coordonnées dont nous allons parler sont dues à M. Klein. 

Supposons qu'on ait un système de coordonnées de Tespèce précédente, c'est- 
à-dire tétraédriques, et désignons dès lors ces coordonnées, comme au n® 4, par 
le symbole t/a. Nous aurons 

f'ki fii -+- ''ki ''31 •+■ ''ki ''n = o, 
ou encore 

(ru 4- /•«)«-+- (/•4t-i- rj,)«-+- (^3-+- nt)*— (^u — r,,)»— (r*,— r„)î— (r^s— r„)« = o. 

La forme fondamentale, si Von a égard à la réalité, est donc décomposable 
en six carrés, dont trois positifs et trois négatifs. 
Effectuons la transformation réelle 

r^i— rjs = 074, 

r4t— Tsi = 07|, 

r4j — Tit = 07e, 

et il viendra, pour la forme fondamentale, 

(4) x\ -h orj 4- arj — 07J — x\ — x\^ 
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Mais des raisons de symétrie, qui se présentent aussi dans la théorie des coor- 
données penta ou hexasphériques, font désirer de ramener (4) à une somme de 
carrés (*). Ce but ne peut être atteint évidemment que par une transforma lion 
imaginaire. 

Par exemple, aux équations (3) on peut substituer les suivantes : 



l r4j-+-ru = a-j, r4j— r,j = are/— I, 
et, au lieu de (4), nous aurons 

(G) X] -h Xl -h. , .-r- Xly 

formule symétrique, mais compliquée d'imaginaires. 

Cependant, dans Thypothèse où nous nous sommes placé, les six complexes 

coordonnés sont réels, attendu que Xt, ^2? ^3 sont réels, et que y/ — i est en 
facteur dans 0*4, x^^ x^. 

Mais cette circonstance n'aura pas lieu nécessairement si nous effectuons toute 
autre transformation linéaire ramenant la forme fondamentale ù une somme de 
six carrés. 

76. Une forme quadratique, somme de carrés (mettons six carrés), estant 

donnée 

x\ H- xf -h. . ,-\- xlf 

on appelle substitution orthogonale toute transformation linéaire qui conserve 
à la forme son type, en sorte qu'en vertu des équations de transformation 

^/ = «/,iri-+-«*,î7i-^----^«/.6r« (« = 1,2, ..., 6), 

on doit avoir 

J7| -H a7j -H . . . -f- X ^ ^^^ y \ ~^ y't "^ • • • ~^ y i • 

En conséquence, en effectuant sur les variables j;/, définies avec précision par 
les formules (5), une substitution orthogonale quelconque, on aura le type gé- 
néral des coordonnées qui attribuent à la fonction co la forme d'une somme de 
carrés. 

Les coordonnées ainsi définies sont celles de M. Klein; mais il est aisé de 



(') Consulter à cet égard les travaux de M. Darboux : Sur une classe remarquable de courbes 
et de sur/aces; Sur les groupes de points, de cercles, et les Leçons sur la théorie des surfaces^ 
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conslaler que ces coordonnées ne sont pas essentiellement distinctes des coor- 
données, en apparence moins générales, que définissent les formules (5). 
Ajons, en effet, des coordonnées jv ramenanl 10 à la forme 

et effectuons la transformation linéaire 

( z^ = y%^^yf.^J—^, -56 = ^» — Je/— I, 
l'emploi des variables z ainsi définies ramènera la forme au type tétraédrique 

en sorte que les Zi sont les coordonnées r^ relativement à un certain tétraèdre, 
tandis que les y^ d'après les formules (7), sont celles qui s'en déduiraient pré- 
cisément par application des formules (5). 

Il y a cependant une différence, car ici le tétraèdre auquel se rapportent les 
coordonnées Zi peut fort bien être imaginaire. On conçoit que cette distinction 
n'ait rien de bien essentiel. 

Par cette remarque, le passage d'un système de coordonnées de M. Klein à un 
aulre système analogue peut se ramener au passage d'un système de coordonnées 
tétraédriques à un autre système tétraédrique, précédé et suivi de la transforma- 
tion définie par les formules (5). 

77. Le système de coordonnées de M. Klein présente une configuration remar- 
quable dont nous allons exposer les principales propriétés. 

Il y figure six complexes coordonnés C|, C2, ..., C©, représentés par les 
équations respectives 

Xi = o, X\^=^ o^ ..., â:e=o. 
Aucun de ces complexes n'est spécial, car la forme adjointe de 10 (x) est ici 

elle n'est nulle pour aucun des complexes C/. 
I^a condition d'involution des deux complexes 

61 X| -h 6j a?j -h • . . -f- 6j Xf = o 



s KOENir.S. 

s fcril 

On reconnaît ainsi que les complexes Q, pris deux à deux, sont en învolu- 
lion ou orlliogonaux. De là le nom ùc sextuple ment orthogonal que Ton donne 
(|uelquefois à ce système de coordonnées. M. Klein a donné à Tensembie des 
six complexes Q le nom de système fondamental. 

Supposons que, réciproquement, les complexes coordonnés x«, j'^, • • • , Jr^ 
soient en involution deux à deux. 

La forme adjointe de la forme fondamentale s'écrivant 

rinvolution des complexes 

Xi = <), Tj = O 

exige que A/y=o; tous les rectangles doivent manquer dans U(r/), et aucun 
complexe coordonné ne peut élre spécial, car, si jr/=o était spécial, on aurait 

A//= o, 

vi ù(a) serait réductible à moins de six carrés. En faisant rentrer dans les et 
(les facteurs constants, on peut donc écrire 

12( AT ) = ct} -4- «I -+- . . . -r ^ J , 
et alors on a 

le système de coordonnées est celui de M. Klein. 

Ceci nous permet de compter le nombre de paramètres contenus dans un sys- 
tème fondamental. 

Donnons-nous arbitrairement C|, nous introduisons ainsi cinq paramètres, 
car un complexe linéaire dépend de cinq paramètres. Nous prendrons C^ en 
involution avec Ci, mais quelconque d'ailleurs: nous introduisons ainsi quatre 
nouveaux paramètres. C3 devra être en involution avec Ci et C2, mais il con- 
tient encore trois paramètries nouveaux. C4 apportera seulement deux paramètres, 
car il est assujetti à être en involution avec C|, C2, C3; C5 contient enfin un seul 
paramètre, car il doit être en involution avec C|, Ca, C3, Ci. Quant à Co, il est 
pleinement défini par la condition d'être en involution avec C|, C^, Cj, C4, C3. 
Nous avons ainsi construit un système fondamental, et, en vérité, le plus g-é- 
néral. Nous avons du introduire dans notre construction 

3 H- 4 "f- 3 -4- i H- I = I J 
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paramètres. Tel est le nombre de paramètres que contient le système fonda- 
mental. 

On observera que, après avoir pris C| , C2, . . . , C;, réels, nous pouvons prendre 
ensuite C^+i, ..., C« avec des coefficients imaginaires quelconques, en sorte 
que, dans un système fondamental, le nombre des complexes imaginaires est 
arbitraire. Toutefois, il est impossible qu'il n'y en ait qu'un seul d'imaginaire, 
car si C|, C2, ..., C5 sont réels, le complexe C^ est forcément réel; mais il 
peut y en avoir deux, trois, quatre, cinq ou même six d'imaginaires. 

Un tel système exige évidemment, pour être obtenu, une transformation ima- 
ginaire. 

78. Prenons/? des complexes C/, savoir d, C2, . . ., C;, et formons le système 
à p termes 

il est clair que, JCp+i = û, ..., ^c= o étant (6 — p) complexes en involulion avec 
C|, C2, • . . , Cp^ le système complémentaire du système précédent sera 

De là de nombreuses conséquences, comme on va le voir. 

Soit C/y la congruence commune aux complexes C/ et Cj\ elle n'est pas singu- 
lière, car son invariant est égal à l'unité. Je désigne par A|y et Ay/ ses directrices, 
qui sont toujours distinctes. J'observe que le système à deux termes formé des 
complexes qui contiennent la congruence C<y a pour équation 

son invariant est égal à i -i- X^; donc les complexes spéciaux du système auront 
pour équations 

^ — IXi ■+■ xj =0, 
/ — I Xj-\- Xt = o. 

Les coordonnées des directrices de la congruence dj seront toutes nulles, 

sauf o:/ et Xj^ qui seront proportionnelles à ± \/ — i et à i . 
Voici comment je fixe les notations : 



Je désigne par A/y la directrice dont les coordonnées sonl Xi-=)J — i, j:y= 1, 

les autres coordonnées étant nulles ; dès lors ùkji aura pour coordonnées Xj=\/ — i , 
Xi= I, les autres coordonnées étant nulles. 

On va voir combien est importante cette fîxation des notations au point de 
vue de la correspondance à établir entre les propriétés de la configuration des 
six complexes fondamentaux et celles des permutations de six lettres. 

Fac. de T, — VII. 2 
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Il y a quinze combinaisons de six indices deux à deux; il y a donc quinze con- 
gruences dj et, par suite, trente droites Ap^y. 

On observera que : toute droite A/y appartient à tout complexe Ca qui vlci 
avec elle aucun indice commun. Il y a quatre de ces complexes Ca, C/, Ci», C« ; 
ils ont en commun deux droites, Aiy et Ay/. 

Prenons deux congruences C/y, Ca/ n'ayant aucun indice commun. Ijeurs 
directrices forment un quadrilatère gauche. En effet, A/y, par exemple, ap- 
partient, diaprés ce qui précède, aux complexes Ca et C/: donc A/y appartient à 
la congruence Ca/ et coupe, en conséquence, AA/et A/a. 

Supposons, au contraire, que C/y et C/a aient un indice commun i ; dans ce 
cas, les directrices ne sauraient se couper; en effet, soient /, /?î, n les trois 
indices autres que ï, y, k\ les complexes C/, Cm, C,, contiennent les directrices 
de C/y, C/a; donc ces directrices appartiennent à la demi-quadrique Q/w/i com- 
mune à ces trois complexes. 

Les complexes C/, associés par trois, donnent lieu à vingt demi-quadriques. 
Ces demi-quadriques vont par couples de demi-quadriques complémentaires. 11 
est clair, en effet, que les deux demi-quadriques 

Q/yx> Q///Ï/H 

sans indice commun, sont complémentaires; elles sont portées par une même qua- 
drique que je représente par le symbole 

(Q/y*» Q/mn). 

Il y a donc dix de ces quadriques. M. Klein leur a donné le nom de quadriques 
fondamentales. 

Deux demi-quadriques ayant un indice commun 

Q/A7, Qiw/i 

n'ont en commun aucune droite, car si une droite commune existait, elle sérail 
commune aux cinq complexes C/, Ca, C/, C^, C„. Les complémentaires de ces 
deux demi-quadriques sont 

et elles ont aussi un indice j commun. 

Considérons, au contraire, deux demi-quadriques ayant deux indices com- 
muns 



ces demi-quadriques ont en commun les droites A^w, A;,^, directrices de C 



mit 
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Leurs complémentaires seront 

Qm/i/» Q/niiAr» 

et ces complémentaires ont en commun A/y, Ay|. 
Donc les deux quadriques fondamentales 

se coupent suivant le quadrilatère gauche, formé par les droites A/y, Ay*/, 

Si une congruence C/y n'a aucun indice commun avec une demi-quadrique 
Q/m/i? elle en a deux communs avec la demi-quadrique complémentaire Q/y* et 
ses directrices sont portées par celte demi-quadrique; elles sont donc tracées sur 
la quadrique 

(Q/y*» Q/m»)- 

Ainsi, pour qui! une congruence ait ses directrices sur une quadrique fon- 
damentalcy il faut et il suffit quelle ait deux ou zéro indices communs avec 
Vune ou Vautre des demi-quadriques qui constituent la quadrique fonda- 
mentale proposée. 

Mais il peut arriver que la congruence C/y ait un indice commun avec chacune 
de ces demi-quadriques 

Q.ikh Qjmn ; 

on peut prouver que, dans ce cas, les droites A/y, Ay, sont conjuguées par rap- 
port à la quadrique fondamentale proposée 

(Qikf, Qjmn)' 

En effet, ^mn^ ^nm, Aa/, Am forment un quadrilatère gauche sur cette qua- 




drique; Ayt/ coupe Im/t et ^nm en deux points O, O', et A/a coupe ces deux mêmes 
droites en Oj, O', . La droite A/y coupe les quatre droites Aa/, A/a, A^/î, ^nm] 
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donc, puisque A/y n'est pas tracée sur la quadrique, il faut que les points où elle 
perce cette surface soient deux des quatre points O, O', 0|, O', \ ils ne peuvent 
être que O, 0| ou O', O^. De même pour Ay,-. Donc les droites A/y, Ay/ sont pré- 
cisément celles qui joignent O et O,, O' et O', : ce sont donc les diagonales du 
quadrilatère gauche. En conséquence, elles sont bien conjuguées par rapport à 
la quadrique proposée. 

Mais notre raisonnement nous prouve quelque chose de plus. 

Les droites A/y, Ay/, A^/, A/a? ^mn^ ^nm sont les arêtes d'un tétraèdre. 

Ainsi : 

/>A- directrices de trois congruences dj^ Ca/, Cmn sans indices communs 
forment un tétraèdre. 

Je désigne par T(iy, A*/, mn) ce tétraèdre. 

On peut donner de ce fait une autre démonstration. 

Je rappelle que le complexe spécial dont Ap^y est la directrice a pour équation 



y/^J-p 



■+- ,r„ = o. 



Posons, en conséquence, d'une façon générale, 



/^pfj — V — I J'p-h J^fj. 



On aura 



ijr 



Lij Zy/ -+- 'Lkll^lk -^ '*m n f*nm — ( y/ — i Xi -\- Xj){ /— I Xj -♦- Xi ) 

-^{^^Xk-^xD{^—lXi-hXk)-^{\/ 
^-—iXiXj-^-XkXi^XmXn) 

-+- /— l{xf -\-xJ -^xl-^xj -h x}„^xl)-^{XiXj -h XkX, 

= /- «.(-ï*? -^ ^) -^ ^l -^x}-^ xl^ t- xl ). 

Les formules de transformation 



)(/—! ar^-^jT,^) 



jp 



fH 



^ii) 



Z-7 


-/-. 


.r/ 


-^^h 


'fj' 


-v/ 


\xj 


-^ Xi, 


Ik, 


= /-, 


Xk 


-^xt. 


7^ik 


= / , 


IX/ 


H-^A, 


•*mn 


= v/-. 


X/n 


H-^//. 


^nm 


= /- 


IX„ 


-^X,n 



attribuent donc à la formule quadratique ci)(;r) la forme tétraédrique 
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el, par suite, conformément au n° 74, les axes des six complexes spéciaux 

Z/y=0, Zy/= O, Zx/=0, Z/Jt=0, Z„in=0, Z„;n=0, 

c'est-à-dire les directrices des congruences C/y, Ca/, i^mn forment un tétraèdre. 
79. Disposons les directrices de ces congruences suivant le Tableau ci-après : 

A/y, A^/, A,,,;,, 
Ayv, A/;t, A;„„; 

il est clair que toutes les droites de ce Tableau se coupent, sauf celles qui sont 
sur une même verticale, et qui constituent précisément les couples d'arêtes op- 
posées du tétraèdre ^{ij\ fcl, mn). 

On peut, en groupant par trois les droites du Tableau précédent, sans en 
prendre jamais deux sur une verticale, procéder de plusieurs manières. On peut, 
les prendre toutes trois sur la première ligne, ou deux sur la première et une sur 
la seconde, ou une sur la première et deux sur la seconde, ou bien enfin toutes 
les trois sur la seconde. Nous obtiendrons ainsi huit groupes différents de trois 
droites se coupant deux à deux et formant, en conséquence, soit trièdre, soit 
triangle. 

Nous réalisons de la sorte les quatre trièdres et les quatre triangles de face de 
notre tétraèdre T((/, A7, mn). 

Supposons, pour fixer les idées, que les droites placées dans la première 
ligne 

forment un trièdre de sommet O; les trois autres droites, celles de la seconde 
ligne 

(Ay/, Am-, A,„„), 

formeront évidemment un triangle qui constitue la face opposée au point de con- 
cours des trois premières arêtes. 

Si maintenant nous remplaçons dans le symbole 

(A/y, \jk/y A/,|,|) 

une des droites, par exemple ^mn par la droite de la seconde ligne A,,;„, qui est 
placée au-dessous, nous obtenons trois droites 

(A/y, Aa/, A,|,„), 

qui forment une des faces qui aboutissent au point O. 

On voit donc qu'on obtiendra les quatre faces du tétraèdre en prenant un 
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nombre impair (i ou 3) de droites dans la seconde ligne et un nombre pair (a ou 
zéro) dans la première. 

On aura, au contraire, les quatre trièdres du tétraèdre eu prenant un nombre 
impair (i ou 3) de droites dans la première ligne et un nombre pair (a ou zéro) 
dans la seconde. 

Donc, si les droites 

(i/;, 4*/, i„„) 

forment un trièdre, il en est de même des triples de droites 

(i(y, A*,, A„„), 
{i/i, Au. 4™„). 

tandis que les triples de droites 



(i/l. 


S/t, 


A««,), 


(V. 


4*/, 


A..). 


(Su, 


*/*, 


^n,n). 


(iu, 


4«, 


».-) 



forment des triangles. 

On peut résumer ces faits dans un énoncé très laconique : 
Soit le triple de droites 

(4/;, 4*,, A„„). 

Ces droites forment trièdre ou triangle; si l'on permute dans l'une de cvn 
droites les deux indices, on a encore trois droites qui se coupent deux & deux et 
forment encore trièdre ou triangle, seulement l'espt^ce de la configuration est 
changée, c'est-à-dire que si te premier triple formait triangle, le noiueau 
forme trièdre, et réciproquement. 

Nous appelleronsybnt/ome/iïaua; les tétraèdres T(y', X7, m/i). Il y a quinze 
de ces tétraèdres. Chacun est, en eflct, caractérisé par une distribution en trois 
couples 

(y), ikt), (m;.) 
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dîces en deux couples; le nombre des dispositions possibles est égal à la moitié du 
nombre des combinaisons de quatre objets deux à deux, c'est-à-dire à | *^- = 3. 
Chaque classe comprend donc 3 dispositions; il y a 5 classes, il y a donc 
3 X 5 = i5 tétraèdres. 

Considérons une directrice A/y de la congruence C/y ; cetle directrice est coupée 
par les directrices des congruences 

Cki et Cmn, Ca//i et C/rt, Cfen ^t C/,,,. 

Nous associons par deux ces congruences, parce que les directrices de C^/ et 
C;„„, par exemple, coupent A/y aux deux mêmes points. Sur chaque droite A/y 
nous avons donc trois couples de sommets de tétraèdres fondamentaux. Ces trois 
couples, pris deux à deux, sont en relation harmonique. 

Par exemple, les deux points où A^/, A/^ coupent A/y forment une proportion 
harmonique avec ceux où A/y est coupée par A;^,,, et A^y^. En effet, les deux pre- 
miers points sont deux sommets du tétraèdre T (ij\ kl, mn), et les deux autres 
sont ceux où Tarête A/y, qui les porte, perce la quadrique 

(Q/A/, Qjmn)' 

Donc, puisque le tétraèdre T((/, A7, mn) est conjugué par rapport à cette 
conique, la propriété harmonique a bien lieu. 

80. Nous avons vu que le tétraèdre T(i/, kl, mn) a deux de ses couples d'a- 
rétes opposées A^/, A/a, A;,,;,, A,,;,, sur la quadrique 

(Qik/, Qy//iiî)» 

tandis que les arêtes opposées A/y, Ay/ sont conjuguées par rapport à cette qua- 
drique. 

On a formé cette quadrique au moyen du groupement des indices en trois 
couples 

ijy kl, mn, 

en prenant pour Q/^/ un indice dans un de ces couples (l'indice /), deux dans un 
autre (A* et /) et zéro dans le dernier (m et n)\ Qjmn est formé de même en pre- 
nant un indice dans un des deux couples, deux dans un second et zéro dans le 
troisième. 

Il y a visiblement six quadriques fondamentales qui contiennent ainsi chacune 
deux couples d'arêtes opposées de T (ly, A7, mn) en effet; contiennent tous 
les couples d'arêtes opposées, sauf A/y, Ay/, les deux quadriques 

(Q/*/> Qym/i)» (Q/m/ii Qy*/); 
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item, sauf A;t/, A/a, les deux quadriques 

(Qa/m Q/m/i), (Qkmnj Q./ij)\ 

hem, sauf A/n^/) A,,;,!, les deux quadriques 

(Q/n/y> Q/i*/), (Qm*/, Q/»/y)- 

Restent quatre autres quadriques fondamentales qui ne contiennent aucune 
arête du tétraèdre proposé : ce sont les quadriques que Ton obtient en prenant 
pour chacune des demi-quadriques composantes un des trois indices (et un seule- 
ment) dans chacun des couples 

ijf kly mn. 
On trouve ainsi les quadriques fondamentales 

(Q///W, QyA/i)» 
{Qikni Q/tm)j 
(Q//rt» QjAm)' 

Ces quatre quadriques admettent le tétraèdre T(ey, kl, mn) comme tétraèdre 
conjugué commun. 

Nous avons vu en effet qu'une quadrique fondamentale étant donnée, par 
exemple, 

toute congruence qui a un indice commun avec ses deux demi-quadriques com- 
posantes QiAm, QyV/iï par exemple C/y, a ses deux directrices conjuguées par rap- 
port à la quadrique. 

Donc, eu égard précisément au mode de formation de nos quatre quadriques, 
on voit que les directrices de C/y, Ca/, Cmn forment autant de couples de droites 
conjuguées communes à ces quatre quadriques; ces droites formant le tétraèdre 
T (ij\ kl, mn), on voit bien que ce tétraèdre est conjugué à la fois par rapport à 
ces quatre quadriques. 

On peut rattacher cette propriété à une autre qui concerne trois complexes li- 
néaires en involution. 

Soient trois complexes linéaires C/, Cy, Ca en involution deux à deux; O un 
point de l'espace; tc/, tzj, tta ses plans polaires dans les trois complexes; a/y, ayA, 
oLiit les intersections de ces plans. 

Sur la droite a/y est le point Oa, pôle de ii/ dans le complexe Cy et sur a/A est le 
point Oy, pôle de iii dans le complexe Ca. 
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Puisque O et O^ sont pôles d'un même plan 7C|, dans G/ et Cy respectivement, 
il en résulte que O^ et O (eu égard à l'involution) sont pôles d'un même plan 
dans ces deux complexes C/ et Cy respectivement (Jig' 3). 

Fig. 3. 




Comme nj est le plan polaire de O dans Cy, on voit que iry est le plan polaire 
de Oa dans C|. Ainsi O^ est pôle de ir/ dans Cy et de izj dans C/. De même le 
point Oy est le pôle de tca dans C/ et de ir/ dans C*. 

On verra de même qu'il existe sur ay^ un point O/, qui est à la fois le pôle de tc^ 
dans Cy et de Tcy dans C*. Enfin le plan tc des points O/, Oy, Oa est le pôle de 
ces points dans chacun des complexes C/, Cy, Ca respectivement. 

En effet, prouvons par exemple que 0| est le pôle du plan iz dans le complexe 
C|. Il suffit de prouver que O/Oa et O/Oy sont deux droites de ce complexe. 
Or, en effet, O/Oa est issue du point Oa dans le plan izj polaire de Oa dans d, 
et 0|Oy est issue de Oy dans le plan tta polaire de Oy dans C/. 

Nous avons ainsi formé un tétraèdre tel que chaque plan de faces admet comme 
pôles dans les trois complexes précisément les trois sommets qu'il contient. 

La loi de répartition des pôles et des plans polaires donne lieu au schéma sui- 
vant : 








0/ 


Oj 


Oa 


Tt 


* 


c, 


Cj 


C* 


tl 


Ci 


* 


c* 


Cy 


"y 


Cj 


c* 


* 


Cl 


it* 


c* 


Cy 


Ci 


*■ 



Fac. de T. — Vil. 



3 



l8 KOEMGS. 

Prenons un plan dans la colonne de gauche el un sommet dans la ligne du haut : 
par exemple t:/ et Oy, à rinlerseclion de la ligne t., et de la colonne Oy se trouve 
C^; c'est le complexe par rapport auquel tt/ et Oy sont conjugués. 

Si j'avais pris t:/ el O/, je serais tombé sur une case vide; c'est qu'en effet O/ 
est le sommet opposé à ?:/, et, par suite, ce point et ce plan ne peuvent élre con- 
jugués dans aucun complexe. 

Soient A/y, Ay/ les directrices de la congruence C/y commune aux complexes C/ 
et (^y. Ces droites coupent OO^ et O/Oy, car ces dernières droites appartiennent 
à la fois aux complexes C/ el Cy. Mais il v a plus : puisque O/ et Oy sont les pôles 
d'un même plan t dans les complexes C, et Cy respectivement, on voit que le seg- 
ment O/Oy est divisé harmoniquemenl par les droites A/y, Ay,, en vertu des pro- 
priétés déjà démontrées des complexes en involulion. 

Or envisageons la demi-quadrique 

commune aux complexes C,, Cy, Ca; la demi-quadrique complémentaire contient 
évidemment A/y, Ay/; donc les points où la droite O/Oy coupe A/y. Ay/ sont aussi 
ceux où elle coupe la quadrique qui porte la demi-quadrique Q/y^. En conséquence, 
0/ et Oy sont conjugués par rapport à celle quadrique. Le même raisonnement 
s'applique aux autres arêtes du tétraèdre. On voil donc que : 

Le tétraèdre OO/OyOA est conjugué par rapport à la quadrique qui porte 
la demi-r/uadrique (Itjk' 

Prenons, par exemple, le tétraèdre 

T(ij\ klf mn) 

el une des quatre quadriques fondamentales déjà considérées 

Le tétraèdre T(//, Al, mn) est tel que les plans de ses faces ont pour pôles, 
par rapport aux complexes ('/, Ca, C^, les trois sommets situés dans chacun de 
ces plans. 

Admettons, en cflel, que A/y, Aa/, A;,,,, fonnent un triangle; appelons t: le 
plan de ce triangle, toute droite iàsue du point (A/y, Aa/)( intersection de A/y et 
Aa/) et tracée dans le plan ir, coupe l^n et Inm] elle appartient donc à Cmn et, 
par suite, à C,. Ainsi, le point (A/y, Aa/) est le pôle de 7; dans C^; de même le 
point (A/y, ^mn) cst le pôle de tz dans (^a, et enfin (A;„«, Aa/) est le pôle de 7: 
dans C/. Le tétraèdre T(ij\ A*/, mn) est donc bien dans le cas du tétraèdre 
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00|OyOA de tout à l'heure, il est donc conjugué par rapport à la quadrique qui 

porte (likm et Qy//?. 

Fig. 4. 




Nous compléterons ce qui concerne Tensemble de ces quatre quadriques, qui 
admettent comme conjugué le tétraèdre T{ij\ kl, mn) en prouvant à leur égard 
une propriété intéressante. 

Chacune de ces quadriques est à elle-même sa propre polaire réciproque 
par rapport à une quelconque des trois autres. 

On observe d'abord que ces quatre quadriques se coupent deux à deux suivant 
quatre droites. Prenons-en deux quelconques 

(Q/)t//i, Qy/i»)» 
(Q///«, Qy*/i); 

elles se coupent suivant les directrices de (Zim et de Cy;,, qui forment un tétraèdre 
avec Aa/ et A/)t. 

Donc Aa/ et A/a coupent ces deux quadriques aux mêmes points. Prenons alors 
une des quatre autres arêtes du tétraèdre T(y, A7, mn), par exemple A/y, les 
deux segments que ces deux quadriques déterminent sur A/y sont ceux qu'y dé- 
terminent les directrices des congruences Chm^^Ckn] d'après la remarque qui 
termine le n° 79, ces deux couples de points sont en relation harmonique. 

Voilà donc deux quadriques Q, Q' qui ont un tétraèdre conjugué commun 
T(//, kl, mn), qui se coupent suivant quatre droites formant un quadrilatère 
gauche dont A^/, A/a sont les diagonales et qui, enfin, déterminent sur les quatre 
autres arêtes du tétraèdre envisagé, des couples de segments en relation harmo- 
nique. 

Rapportée au tétraèdre conjugué commun, l'équation de Q sera 

X«-h Y«-hZ«-+-T»=o, 

et si X = o, Y = o sont les équations de Aa/, celles de A/a seront 

Z = o, T = o. 

Les propriétés harmoniques démontrées prouvent alors que Q' aura une équa- 
tion de la forme 

X»-+-Y«— Z«-T»=o, 






•i» 



fr'.-.-t 'trMr>"» Jl^ , A^.-. A^., *^ri- ?*•: r.** ''Tim-i!! f:»-7n»*a: t.-uj'-ar^ an hjp^fr- 

ty. 4^'. Tf.7 

f. y i *ïf;«rtt "l.* ** mt>»'il»^- -l-^ •'i*tC'* torm-* •^a'iL t ,* -ir p^rmatJtîoa^ d** >iï 
>-ie^,*: K^;t 7^''^- Mai-* j'obi-^r-ve qu'oQ p"»at permuter le? c«'af l*»:* d*ïndîce> îj. A/- 
////> ^iîrn^ r(o^ J^ 4jimh<>l*^ c^^§^ -le ?'apf;Ii.^a«»r i l'en^^mbl*» •!•»-*' troÎ5 dr»"viti?> A^ . 

«/. /-/. /nft . i"/. «y. mn . mn. Ll. ij . 
ly, mn. t( . mn. «y. kl . i/. ff»/i. f/ 

4 :i(/pJiqr*enf *ai iroU m^me-? droite^. N-ia* n'avon* «jAnc. eo réalite, qae 

\' T^ »io hvoerf^Mf:^:»»!. >^»ixant^ -îonl de» ^«^rbe^ ï»immi*l'i de lélrar- !re> fon- 

<l;»rri^r#f-»riï . i^o'it^uO: *onl de-» plan^ : l-àcrs do lélrai^dre ■. 
II A '^^\l d'^uhllr unf r^^Ie pour dirlin^uer. 
Il r^4olf^ A''A^if<\ A*-, f.f: qui a ^t»> dit au n'^' 7Î> «lue, *i dan* le 5_\inbole 

ij. kl. mn 

*fU p^rrnof/' i f'i j. Oïl bi*Ti /. cX I. on Ih^ti m fl />. la nature de rh\per t'ai sceau 

Ott p^'ot ffê^'ffif. ft'yrftUir f^nc. en r'fffrcluant p!u5ieur> fois ces permutations, on 
ff\rft*',fil hrif» hvp^'rfai«/:^^iix. dont rjuatre sont U-s sommets du tétraèdre fonda- 

T' /y. //, m/i . 

*•$ 1^'* ff*i4lrf' iÊttin'% l#r^ fa^:*'» d#; ce même lélrardre. 

y^iotiU: ufit\uUiuitut(\ui:f fjuf'h f/iu: soient les deux indices que l'on permute 
d/»iM \*' *vmbole f ij. fj. nin ). rii\perfaisee;iu qu'il représente change toujours 

^ jptntftf \a permutation d« deux indice:» quelcouqucs résulte d'un nombre 
iiitftifu /(e permufah/m^ d'indieen nueeessifs (voir la théorie des déterminants). 
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et que le fait est déjà établi pour les deux indices d'un même couple ij\ kl^ mn^ 
il suffit d'établir qu'il est vrai pour deux indices consécutifs de deux couples 
différents, par exemple, pour m et /. 
Considérons donc l'hyperfaisceau 

{ij\ km, In) 

et établissons qu'il est d'espèce différente de celle de l'hyperfaisceau primitif 

(y, kl, mn). 

Cherchons pour cela si ces hyperfaisceaux ont des droites communes. 
L'hyperfaisceau {ij\ kl, mn) est formé des droites qui coupent A/y, A^/, A;,,,,, 
les droites de cet hyperfaisceau vérifient donc les équations 



Z/y = Xi /^ -^-TJ =o, 



c'est-à-dire 



Zjt/ = Xk /—I -+- JT/ = o, 



(8) ^=^y, -^=^/, -p==xn. 

Pareillement, l'hyperfaisceau (y, km, In) est défini par les équations 

Xt __ Xlc _ Xi __ 

( 9 ) I — ^J » I — "^'w j . — ^n • 

/— 1 /— I /— 1 

L'ensemble des équations (8) et (g) se réduit à 

Le rapport — est déterminé, de même que les rapports — > — ^, —, mais le 

^^ Xi ^ ^^ Xn Xn Xk 

rapport — demeure arbitraire. Nos deux hyperfaisceaux ont, dès lors, en com- 

Xi 

mun un faisceau plan de droites ; cela exige évidemment qu'ils soient d'espèces con- 
traires, et même, de plus, il faut que ces hyperfaisceaux soient unisy c'est-à-dire 
que celui qui est une gerbe ait son sommet dans le plan de celui qui consiste en 
un système plan de droites. Donc on peut affirmer que si, dans le symbole 

(«y, kl, mn), 

on permute deux indices consécutifs quelconques, l'hyperfaisceau qu'il repré- 
sente change d'espèce. 
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et Ton reconnaît bien ainsi que les de 
n'»ciproqucs l'une par rapport à Taulrt 

81. Pour nous représenter plus cor 
on peut introduire un symbole qui n 
dance entre les propriétc's de cette cf 
lettres. 

Trois droites A/y, A^/, A^/f sans 
faisceau (trirdre ou triangle). 

Je représente cet hyperfaisceau p 



Il y a autant de symboles de 
lettres; soit 720. Mais j'observe c 
mn sans que le symbole cesse de 
Aa/, Am/i ' les six permutations 

(ly, klj mn] 
(ij, mn, kl 

s'appliquent aux trois même; 

?^ =: iQo hyperfaisceaux. Soi 

damentaux). Soixante sont de 
Il s'agit d'établir une règle 
Il résulte d'abord de ce qr 



on permute i et y, ou bien 
change. 

On peut même ajouter c 
obtient huit hyperfaisceau 
mental 

et les quatre autres les fa 
J'ajoute maintenant qu 

dans le symbole (ij\ kl^ 

de nature. 

(]omme la permutr'' 

impair de permutalior 



CHAPITRE V. — COORDONNÉES DE KLEIN. — GÉOMÉTRIE ANALLAGMxVTlQlE. 23 

La droite A/y coupe celle quadrique Q en deux points qui sont précisément 
les deux sommets de T{ij\ kni^ In) portés par A/y ; ces points divisent donc har- 
moniquement l'arête A/y du premier tétraèdre T(iy, A"/, mn). 

On démontrera de même que les trois couples de face des trois tétraèdres 

1(ij\kl, mn), T{ij\km, In), T(ij\ An, Im) 

qui passent par A/y se divisent harmoniquement. 

Supposons que les droites A/y, Aa/, ^mn forment un trièdre; nous appellerons 
O leur point de concours. Le trièdre de ces droites appartient au tétraèdre 
T(iy, A"/, mn). Par l'arête A/y passent, outre les faces de ce tétraèdre, un couple 
de faces du tétraèdre T{ij\ km^ In) et un couple de faces du tétraèdre 
T(y, A-/1, Im). 

Les symboles de ces faces sont aisés à former. 

Soit d'abord 

(ij\ kl, mn) 

le symbole du trièdre des droites A/y, A^/, A,„„, les symboles 

(ly, km, In), 
(ij, mk, ni) 

sont ceux des deux faces du tétraèdre T {îj\ km, In)^ qui contiennent A/y; pareil- 
lement, 

{ij, kn, ml), 

{ij, nk, Im) 

sont les symboles des deux faces du tétraèdre T((/, Ar/i, m/), qui contiennent A/y. 

La règle de la parité des permutations, donnée au numéro précédent, permet 
de former sans hésitation ces quatre symboles. 

Nous aurons de même, relativement à A;^/, 

{kl, im, jn) | 

! faces de T {kl, im,jn) menées par Aj^/, 
{kl, mi, nj) ) 

{kl, in, mj) ) 

l faces de T(A7, in, mj) menées par Aa/; 
{kl, ni,jm) ) 

cl enfin, relativement à A;„„, 

{mn, ki, Ij) 1 

[ faces de T(/7i/i, ki, Ij) menées par ^mn- 
{mn, ik,jl) ) 



{mn, kj, il) ) 
{mn 



, kj, il) ) 

\ faces de T(m/i, kj, il) menées par A,„„. 

, jk, li) S 



2i 
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Nous voyons ainsi que, par tout sommet O d^un tétraèdre fondamental 
T ((/> A7, mn)^ il passe, outre les trois faces de ce tétraèdre, douze des faces de 
six autres tétrat^dres fondamentaux, ayant chacun avec le tétraèdre proposé un 
couple «rart^tes opposées commun. 

J*jijoule que ces douze faces se coupent suh^ani seize droites issues de O; 
c'est-à-diro que tout plan parmi les quatre menés par A/y, et tout plan parmi les 
quatre menés par Aa/, se coupent dans l'un des quatre plans menés par Amn* 

Prenons, par exemple, la face 

(i/\ km, in) 

menée par A|y, et associons-la aux quatre qui sont menées par Aa/. 
Nous pourrons former les quatre groupes : 



11 






\ 



iii. 



IV 



( 

I 



îj\ km, in), 
Ai, im , jn \ 
mn, kj, iiV, 

if, km, in^, 
ki, nj, mi), 
mn, ii, jk): 

ij, km, in ), 
ki, mj, 4n\ 
mil, ij\ ki^: 

ij, km, in\ 
ki, ni^jm"^, 
mn, iX.y/^. 



D;ftn$ cir$ çrx^upes, le premier plan est toujours celui de la face (ij\ km. In \ 
menê^ par A«. : le second plan esl Tun des quatre menés par A*/: quant au troî- 
si^me plan de chaque ^r\>upe, cVsl Tun des quatre menés par Aa««; dans chaque 
i:n>upe, ce troisième plan dépend des trx^is premiers. 

Il est ais4p de ox^nslaler que les irv^is plans d*un même couple ont en commun 
une drvMte: \oici la repr^s^^n talion de ces droites pi>ur chacun de-^ quatre triples 
vie faces ci-*ie>sus : 



11 



— i 

r. 

— \ 



\ — i 



- < 



— I 



— % — i 



— I 



» — I % — I 



» — i % — » 
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Xj _ ^ _ ^* _ ^f _ ^m _ ^ 



V^— I » -I /_i /_ 



I 



I V. ~ -— ^ = 



Xj Xk Xi Xfti Tn 



— v^-' ~* ■"' /-i v^- 



1 



I 



Nous avons de la sorte quatre droites sur la face (ij\km^ In) menée par A/y, 
et, par suite, il y a bien autour de O seize de ces droites. 

On peut donner un procédé régulier de formation des coordonnées de ces 
droites. 

Observons que, faisant partie de la gerbe 

(ly, kl, mn)y 
ces seize droites vérifient forcément les équations 

qu'on peut écrire couramment à la simple lecture du symbole (y, A*/, mn). 

Chacune des droites de la gerbe sera donc définie par un système de valeurs 
des deux rapports 

Xj Xi 



Or ces rapports ne peuvent être que -h i , — i , y/ — i > — ^ — » ; <^ar, dans tous 

les hyperfaisceaux que nous considérons, les équations que nous aurons à écrire 

seront toujours de la forme 

Xa= e.a^p, 

où e égale l'une des quatre quantités ci-dessus, et, comme la multiplication ou la 
division ne fait que permuter ces quantités, on voit bien que 

Xj X/ 

Xfi Xfi 



ne pourront être que -f- i ? — i , ^ — i ou — \j — i . 

Cela nous donne donc seize combinaisons possibles, et, comme il nous faut 
seize droites, ces seize combinaisons seront toutes réalisables. 

De la sorte, on obtient les seize droites de la gerbe en prenant jCi, x^^ . . . , j^o 

proportionnelles de toutes les façons possibles à 4- i , — 1 , y/ — i ou — y/ — i, de 
telle sorte cependant que les équations de la gerbe soient sauvegardées, 

Xj Xj X/c Xi Xjn Xfi 

Fac. de T. — Vil. /i 
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Od observe que, pour les quatre droites situées daos un même plan mené par Aiy, 
les rapports des coordonnées jta, x/, Xm^ x^ sont les mêmes. 

J^appellerai H les droites que nous venons de définir. 

Nous aurons un résultat analogue si le symbole 

{ij\ kl, mn) 

convient à un système pian. Il y aura douze sommets de tétraèdres fondamentaux 
situés dans ce plan, en outre des trois sommets de la face, et ces sommets se- 
ront distribués par quatre sur les côtés de celte face ; ils seront, de plus, par groupes 
de trois sur seize droites S', dont la représentation analytique est la même que 
celle des seize droites H. 

Mais il y a plus, ces noui'elles droites S' que nous venons d'obtenir ne forment 
pas un ensemble différent de celui formé par les droites S. 

Considérons, par exemple, la droite commune aux trois systèmes plans 

{ij\ km, In), 
(kl, iniyjn), 
(mn, kj, il), 

laquelle a pour coordonnées 

^i ^j '^k ^l ^m -^n . 

elle passe déjà par le sommet de la gerbe 

(ij, kl, mn)', 

on constate qu^elle fait aussi partie des gerbes 

(il, km,jn), 
(im, kj. In). 

Ainsi, toute droite S qui est commune à trois plans de faces sert de jonction 
à trois sommets (*). 

Le nombre de ces droites est, dès lors, très facile à évaluer. Il y a 60 sommets 
qui portent chacun 16 droites S; mais comme, d'après ce dénombrement, 
chaque droite est comptée trois fois puisque chacune contient trois sommets, il 



(') On entrevoit la possibilité d'établir une correspondance complète entre les groupes de per- 
mutations de six lettres et les propriétés de la configuration du système fondamental. Je me conten- 
terai ici de ces indications générales, me réservant de développer plus à fond ces remarques nouvelles 
dans un écrit particulier. 
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y aura 
droites S. 

83. On peut joindre deux à deux 60 points d'un nombre de manières égal à 

Mais chacune des droites S représente à elle seule 3 droites de jonction des 
sommets deux à deux, soit 960 droites. 

Il reste donc 1770 — 960 = 810 droites de jonction deux à deux. 

Or, prenons les arêtes A/y; il j a sur chacune six sommets de tétraèdres; cha- 
cune représente donc un nombre de droites de jonction deux à deux égal à 

^-^ = i5 

et, comme il y a 3o de ces arêtes, cela nous fait 3o x i5 = 45o droites de jonc- 
tion. Il en reste donc 

810 — 45o = 36o, 

qui ne sont pas des arêtes, ni des droites S et qui joignent les sommets deux à 
deux. 

Il est aisé de voir comment on obtiendra ces 36o droites nouvelles, que je dé- 
signe par Eq. 

Prenons le sommet ((/, A*/, mn)^ qui est à la rencontre des droites A/y, A/^/, A;„„. 

Il y a six tétra^^dres 

T(i/, Arm, //i), T(ty, A:/i, /m), 
T (X:/, im, y/i), T (^/, m, jm)y 
T(mn, ik.jl), T {ntn, ilyjk), 

qui ont, avec le tétraèdre T{ij\kl^ mn)^ chacun un couple d'arêtes communes. 

Les deux premiers ont chacun deux sommets sur Ay/, ce qui fait quatre, et 
de même les deux seconds en donneront quatre sur A/;^ et les deux derniers quatre 
autres sur A;,;,,. En tout, 3x4 = '^ points. 

Cela posé, joignons le sommet 

(ty, kl, mn) 

du tétraèdre T{ijf kl^ mn) à ces douze sommets. 

Nous aurons ainsi douze droites Soi 6t nous les aurons toutes de cette manière, 
car le nombre des droites ainsi obtenu est exactement égal à 

5^^ = 36o. 



0$t o\)U«'i$i *\otn: !';• 'ïtottfi^ Z^ f-ià 'y/i^tt;ttti un «ommel d'un tétraèdre 
1 ''//.//,///// ;, |/rJ% Htif un'r ;if«rlc A,y à un ViUimel. [ifU sur l'arête opposée Ay/, 
d'un itniir it-ltu* t\i*' to$td'ét§§tt:rilhl a'ïsuj'rlli â H\o\r A^y et Ay/ pour arêtes opposées. 

On n/' uîititt^ui'rH p;iH d'oliVf %'<'r qtH' toute droite Z« est aussi l'iotersection de 
d'u« pl;jn>i d#r f;i/;eH d<r^ U'\r'd*t\tt:s rj'-des.sus ron^idérés. 

^jMrirlion»» ;j fi'pr/'Srfîiiter le»» droites S^. Nous allons, pour cela, prendre un 

di«»oiM iinr ^l'f'lie pour préijiner; prendre sur Ay/ un sommet de l'un des tétraèdres 

'IV/y, /»//, ////;, l^z/i /»///i '/*; ^îl joindre au sommel de la gerbe proposée. 

Len gerJM's du tétraèdre IV//, /c//, /m^, qui contiennent A/y sont les deux sui- 

vanleH : 

iji, ml, ku), 

(ji, Un, nk)\ 
li*K ^erlu!H du télraèdre !'(//', /«v/i, In)^ qui contiennent A/y, sont de même 

(y/, km, ln)y 
{ji, mk, ni). 

Di'H chIcuU trcH simples nous donnent : droite commune aux gerbes {ij\kLmn)^ 
(jt, ml.kn) 



O O y/'_, I ^_ 



1 



l 



«Iroite commune aux gerbes (/y, Â7, mn)^ {ji^ Im^ nk) 

f _. ^J '^^'^ — ^( ™ £1'^» _ — ^/i . 

droilo commune aux gerbes (//*, A7, //'/')» (y? ^*'^^ '^0 

droite commune aux gerbes (ly, Â7, //*/*), (yi\ //lA', //i) 

o o ■" /_ i ■ I " — I ~ /Z7 ' 

On voit aisément que toutes les droites S^ s^obtiendront en annulant deux des 
coordonnées» et pivnnnt les quatre autres de toutes les façons possibles propor- 

litMUielles ù l*uno des quatre quantités -i-i, — i, -f- \/ — i* — \' — i, de telle 
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sorte cependant que, si Xi = o, xj = o, on ait deux relations de la forme 

84. Nous ne quitterons pas ce sujet sans mettre en évidence une propriétr 
fort curieuse des tétraèdres fondamentaux. 

Prenons un sommet (/y, A7, mn) du tétraèdre T (ij\ A7, mn), H J a huit té- 
traèdres qui n'ont avec lui aucune arête commune. Prenons l'un de ces tétraèdres, 

par exemple 

T(iA-,y/?ï, /n), 

et joignons le point (//', A7, mn) aux sommets de ce tétraèdre; nous aurons ainsi 
quatre des seize droites S; sur chacune de ces quatre droites il y a donc encore 
un sommet, ce qui fait quatre sommets; je disque ces quatre sommets appar- 
tiennent à un même tétraèdre fondamental. 

Les quatre sommets du lérraèdre T(/A', y//2, In) ont en effet pour s^'mbolos 

{ik.Jm, In), (ik, mj\ ni), 
( kij mjj In), ( ki, jm , ni). 

Or on constate aisément que les trois points 

( ij, kl, mn ), ( ik, jm, In ), ( km, ni, jl) 

sont en ligne droite; de même les points 

(ij, kl, mn), (ik, mj, ni) et {mk, in, jl), 
(ij,kl,mn), (ki, mj, In) et {km, Ij, in), 
(ij, kl, mn), (ki,jm, ni) et (mk, ni, Ij), 

On voit bien que les quatre nouveaux points sont les sommets du tétraèdre 

T {mk, in, Ij). 

Donc : relativement à chacun des sommets d^un tétraèdre fondamental 
T (ij\ kl^ mn)^ les huit tétraèdres fondamentaux qui n'ont avec le précédent 
aucune arête commune sont deux à deux homologiques. 

De là on peut conclure que trois tétraèdres fondamentaux, qui n'ont en com- 
mun aucune arête, forment un système desmique de trois tétraèdres, c'est-à-dire 
que les faces de l'un passent par les seize droites de rencontre des faces des deux 
autres, et que les sommets de l'un sont sur les seize droites de jonction des som- 
mets des deux autres. 
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On |jourra consulter, au sujet de ces systèmes desmiques. un travail de M. Sié- 
phanos inséré au Bulletin des Sciences mathématiques, t. XJV'de la collection. 

Ko. Le svslême fondamental donne lieu à une remarquable correspondance 
filtre le*» points et les plans de l'espace. 

Considérons d'aliord un plan t.\ les pôles de ce plan dans les sijt complexes 
fondamentaux sont sur une même conique. 

Kn effet, soit O/ le pôle du plan r dans le complexe C,. et prenons trois de ces 
points 0|, Oj. Oj. Les complexes Ci, Cj, Cj permettent, comme on sait, d'as- 
socier à ces trois points un quatrième point O tel que le plan OOjOj soit le 
plan polaire de O dans Cj; 00,0, le plan polaire de O dans C»: 00,0j le 
plan polaire de O dans C© (tWr n**80). Le tétraèdre OO, OjOj est conjugué par 
rapport à la quadrique Q qui porte la demi-quadrique Qi2s- Donc le triangle 
OfOjOa est conjugué par rapport à la conique K trace de Q sur le plan -. Or 
la quadrique Q porte aussi la demi-quadrique Q^jt; donc, le triangle OiO^Ot 
#'st aussi conjugué par rapport à la conique K. Les deux triangles OiOjOs et 
OiO^Ot étant conjugués par rapport à une même conique, leurs sommets sont 
sur une même conique. 

On peut même ajouter que leurs côtés touchent une même conique. 

Pareillement : Si Ton distribue en deux triédres les plans polaires t:i, tt^, *,, 
TTi. TZif T,t d'un même point O dans les six complexes fondamentaux, les deux 
triédres sont conjugués par rapport à un même cône du second degré; leurs 
arêtes sont sur un même cône du second degré et leurs faces touchent un troi- 
sième cône de second degré, 

86. Conservons les notations précédentes. 

Le point 0| et le point Oy étant les pôles d'un même plan r, dans C, et Cy res- 
pectivement, le point Oy et le point O/ sont aussi les pôles d'un même plan ir/y 
par rapport à C, et à Cy. Ce plan Tr/y passe par la droite O/Oy; il y a quinze 
plans T.ij, 

Prenons les trois plans 

le point Oijit où ils se coupent est celui que nous avons considéré plus haut et 

(|ni est le pôle 

de T/y dans Ck) 

» TZj^i » Cy. 

Prenons maintenant les trois autres indices /, m, n. Nous aurons de même 
trois plans TZimt T^mm '^ni se coupant en un point O/m/i* 

Mais il est clair que O/yA et 0/mn coïncident. Nous savons, en effet, que les 
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tétraèdres OijkOiOjOk, OimnO^OmOn sont conjugués par rapport à la qua- 
drique Q, qui contient les demi-quadriques complémentaires Qij/çy Qimn- Donc 
O/yA et Oimn sont les pôles d'un même plan u par rapport à Q. 

Il j a '^ = 20 combinaisons d'indices trois à trois, et, par suite, il y a vingt 
tétraèdres 

mais il n'y a que dix points 0/yA, puisque Oijft est identique à 0/m/i. 
D'après cela, on voit que le point (0/yA= Oimn) est le pôle 

(lu plan TZjfc dans C/, 

» TZu » Cy, 

» 7C/y » Ca-, 

» T.,„n » G/, 

» TZnf » C,M, 

» TZ/„i » Crt. 

Nous avons, en résumé, une configuration de seize points 
0„ 0„ Oj, 0„ Os, Oe (0i„=0vj6), (Oi34=0,46) (Oin= O,,.), ..., 
et de seize plans 

T^i "^iti '^lii ^u» 

tels que les pôles des seize plans dans les six complexes fondamentaux font partie 
des seize points, et que les plans polaires des seize points font partie des seize 
plans. 

Chacun des seize plans contient ainsi six des seize points, et par chacun des 
seize points passent six des seize plans. 

Si l'on prend les pôles de l'un des seize plans par rapport aux dix quadriques 
fondamentales, on obtient les dix points du système non situés dans ce plan, et 
si l'on prend les plans polaires d'un des seize points par rapport aux quadriques 
fondamentales, on obtient les dix plans du système qui ne passent pas par ce 
point. 

87. On peut rattacher cette configuration remarquable à une importante cor- 
respondance à laquelle donne lieu le système fondamental. 

Nous venons de voir que tout plan t: se trouve faire partie d'une configuration 
de seize plans et de seize points qu'il définit complètement. Nous pouvons dire, 
en conséquence, que la connaissance d'une gerbe définit une configuration de 
seize gerbes et de seize systèmes plans dont fait partie la gerbe proposée. 

Plus généralement : tout hyperfaisceau fait partie d'une configuration de 
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Les quatre premières équations exigent que 

X V = [1 — |x' = V — v' = O, 

et les deux autres donnent 

tsrjX -T- 65 (JL -h cgv = o, 

pour déterminer X:|jl:v. Les deux hyperfaisceaux ont, dans ce cas, une droite 
commune. Ils sont de même espèce. 

S'il y a, au contraire, un nombre impair de quantités £ égales à -f- 1 , on peut 
toujours supposer qu'il y en ait cinq ou trois. S'il y en a trois, au lieu des six 
équations ci-dessus, on aura le système 

«,(X — >/)-+-/>i([X— .u')-i- c-|(v — v') — o, 
flti'k — X') -+-6,( JJt — [i') H-Cj(v — v') — o, 

«3(X — X')-f-63(|X— II') -h C3(V — v') =r O, 

av( X H- X') -h b^dx -{- IX ) -^ f;(v -h v') = O, 

ai{\ -T- X')4- hiiix-^ [x') -h C5(v^- v'; = o, 
aQ(\ -r-A')-^bs(\x-+- [x' ) -T-Cti(v -4- v') — o, 

et il y aura impossibilité de l'existence d'une droite commune, car les trois pre- 
mières équations donnent 

X X' = [JL JJl' = V v' — O, 

et les autres 

X-r- X' = |Jt -h {Jl' = V -h v' =^ O, 

d'oCi 

X = X' = fi = jx' = |x' — v' — o. 

Les hyperfaisceaux seront donc d'espèces différentes. 

Enfin, s'il n'y a qu'un seul s négatif, on aura cinq équations de la forme 

fl/(X — X')-h biiix— [x'j -^ c/( V— v') -- o, 
qui donneront 



X = X', U = U , V = V 






et ensuite une équation unique de la forme 

aj X H- hj JX H- Cy V = o. 

Les hyperfaisceaux auront donc, en commun, dans ce cas, un faisceau plan de 

droites. Ils seront encore d'espèces différentes, mais, de plus, ils seront unis 

L'équation unique 

ajX -h bj JX -T- Cj V = o 

Fac. de T. - VII. 5 
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exprime que JCj^ o, c'esl-à-dire que le faisceau commun à nos deux hvper- 
faisceaux est un faisceau du complexe Cy. 

Il csl dès lors facile de retrouver les résultats précédemment obtenus. 

Supposons que la droite jTi, x^. . . . , Xc engendre^ pour fixer les idées, un 
svsli'me plan t:, les trente et une autres droites 

vont engendrer des hyperfaisceaux. 

Les quinze pour lesquelles il y a un nombre pair d*£ positifs engendreront 
encore des systèmes plans. Les seize autres engendreront des gerbes et sur ces 

gerbes il y en aura six ayant un seul £ négatif et dont les six sommets 0| , O^ 

()« seront dans le plan t.. Les droites du faisceau plan (ir, O/) appartiennent au 
complexe Q; et O/ est ainsi le pôle du plan t: dans le complexe C/. On voit com- 
ment nous retrouverons la configuration déjà décrite des seize points et des 
seize plans. 

Nous aurons occasion de revenir sur ces questions à propos de la théorie des 
complexes du second degré et des surfaces de Kummer. 

88. Nous avons eu à nous occuper, au point de vue de la transformation des 
coordonnées, de celles de ces transformations qui conservent son type à la forme 
fondamentale, ou, comme on dit, la font revenir sur elle-même. Au lieu de se 
placer au point de vue de la transformation des coordonnées, on peut se pro- 
poser un autre problème que je vais traiter. 

Soient Xxi x^^ •••, J^c des coordonnées linéaires de droites, c'est-à-dire se 
déduisant linéairement de coordonnées tétraédriques quelconques, comme nous 
avons vu, et soit 

la forme linéaire correspondante. 

H existe des transformations linéaires 

(III x'i =. rt/i J"i -f- a/j .rj -h . . . -h a/c OTfi, 

qui conservent à la forme fondamentale son expression, en sorte que, en vertu des 
équations ( 1 1), on a 

Ces transformations peuvent être considérées comme faisant correspondre à 
une droite dans le système* des coordonnées jTi, Xj, . . . , Xo une autre droite x' 
dans le même système de coordonnées, puisque les coordonnées x,- annulent 
la même forme que les X|. 
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Quelle est la nature de cette transformation? 
Si X décrit un faisceau plan, on a 

et, par suite, eu égard à la forme linéaire des x\ exprimés en fonction des jt/, on 
a aussi 

t'ï — a'( X -T- h'i (x. 

La droite x^ décrit donc aussi un faisceau plan. 

Même démonstration pour Thyperfaisceau. Si j: décrit un hyperfaisceau, j:r' en 
décrit un autre. 

Mais ici surgit une distinction capitale. 

Les hjr'perfai sceaux engendrés par x et par;r' peuvent élre de même nom (gerbe 
et gerbe ou plan et plan); ou bien peuvent être de noms contraires (gerbe et 
plan ou plan et gerbe). 

Dans le premier cas, à toutes les droites j:, issues d'un point P, correspondent 
toutes celles j:' issues d'un point P'. A toutes les droites x d'un plan t. corres- 
pondent toutes celles x' d'un plan Tt'. De plus, si Pest dans le plan tt, P' est dans 
le plan ir', car au faisceau plan (P, t:) correspond le faisceau plan (P', ?;/). A tous 
ces caractères, on reconnaît une transformation liomographique de l'espace. 

Dans le second cas, à toutes les droites issues d'un point P correspondronl 
celles d'un plan t:', et à toutes celles d'un plan ir correspondront celles issues 
d'un point P'. De plus, si le plan iz et le point P sont unis, le plan tz' et le poini P' 
le sont aussi, à cause encore de la conservation des faisceaux. 

La transformation consiste ainsi en une correspondance dualistique entre les 
figures lieux de droites x et les figures lieux de droites x^ , 

La réponse à notre problème est donc la suivante : 

Si les équations de transformation linéaire 

x} — (ti\Xx -h-. . . H- ai^Xfi (' = il '■'-» • • • ' 6) 

donnent 

elles établissent entre les droites x et x' soit une correspondance hnmo*i[ra- 
phiquCy soit une correspondance dualistique. 

89. Cette remarque a été pour M. Klein le point de départ d'un curieux raj)- 
prochement entre la Géométrie de la droite dans l'espace et celle des propriétés 
métriques d'un espace à quatre dimensions. 

Cette notion d'espaces à plus de trois dimensions a aujourd'hui conquis droit 
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do oilô on Gt^omi^lrie. Nous ne voulons pas dire par là qu'une étude systématique 
ol complt^lo des espaces à n dimensions puisse offrir un véritable intérêt géomé- 
triquo : TinlértM qui s'attacherait à une pareille étude serait tout d'ordre philoso- 
pliique ot spéculatif. Cependant, il est certaines propriétés des espaces à n di- 
monsions qui trouvent une interprétation utile dans des figures de la Géométrie 
oniinairo; grâce à ces propriétés, les faits de la Géométrie d'Euclide peuvent 
souvent n^coxoir une forme plus rationnelle, plus lumineuse. A ce point de vue, 
lo langajjo do la (léométrie à n dimensions peut rendre de signalés services, et 
co serait se priver d'un auxiliaire précieux que de le rejeter sans examen. C'est 
dans ces limites que Tétude de la (jéométrie à n dimensions mérite que l'on s'y 
arn^o. On \a en tn>uvcr un exemple dans la Géométrie de la ligne droite. 

Soient .r,, .r^, . . . , .r,,, .r«^,, (/i -j- i) variables homogènes, c'est-à-dire n'in- 
tor\onant que jvar leurs rapports. Nous regarderons ces paramètres comme les 
coordonnées homogènes dans un espace à n dimensions E». 

l ne équation homogène du degré m entre j",, Xj, ..., jr«^i représente un 
o>paoo du degré m contenu dans respace E^,, et doué seulement de /i — i dimen- 
sions: nous représenterons par 

Km 

I ""* 

un loi espace. 

En |varticulior, «no relation linéaire représente un espace linéaire 

à « — I dimensions contenu dans E^- 

Si l'on >o donne k équations linéaires, c'est-à-dirt^ k esj>aces E*_j, ils ont en 
commun un espace à w — k dimensions, que nous qualifierons encore de linéaire. 

Plus généralement, si Ton se donne k équations entre les x,\ on définit un 
espace Kj ^ à {^n - k) dimensions, 

1.0 dogiH^ |JL do cet espace se définit comme le nombre dos points qu'il a en 
commun avec un espace linéain^ KJ à k dimensions arbitrairement choisi. 

Si u >, nous <liron> tjuo Tespaco est <fNfitfratf\/fte. 

Visv o\omph\ une é<|uation du second dogrt^ entre ,r,, x^ x»^i définit un 

os|>aoo q\iadrati<|uo ;\ ^ w \) dimensions EJ , : nous dirons aussi, pour abréger, 
une quadriquo à {N * ^^ dimon>ions. I/intorseotion d'une quadrique à f^n — i) 
dimon>ions ot do ^A ^^ espaces linéaires à i /> — i^ dimensions est évidemment 
nn osjvaiv quadratique à yn k) dimensions. 

IjOS o>paoo> quadiatiquo donnent lieu aux mémos théories que les quadriques, 
lr> oonos ol lo> coniques. 

SvOL par exemple, un espace quadratique à t w — r> dimensions, dans 1 espace 

k T. i-îiTncTïsions, 

*o ..ri - »>. 
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et 

a?!, ..., ^ni-i'i y 11 yt* •••? yn^\ 

deux points de l'espace ; on dit que ces points sont conjugués si 

Le lieu des points x conjugués d'un point fixe j^ est un espace linéaire à (/? — i) 
dimensions. Cet espace linéaire généralise la notion du plan polaire ou de la droite 
polaire pour lesquadriques et les coniques. 

Soit û(rt) la formç adjointe de ci>(x); Téquation 

i2(a) = o 

exprime que l'espace linéaire 

S atXi = o 

est tangent (*) à l'espace quadratique lo (j:) = o; pareillement, l'équation 

12(a| 6) = o 

exprime que les deux espaces linéaires 

2 aiXi = o, 2 hiXi = o 

sont conjugués, c'est-à-dire que chacun contient le pôle de l'autre. 

Un espace quadratique à (/i — i) dimensions est le lieu d'une infinité d'espaces 
linéaires à un nombre moindre de dimensions. 

90. La Géométrie des espaces quadratiques a pour nous un intérêt particulier. 

Nous avons vu, en effet, que l'on peut définir toute droite de l'espace au moyen 
de six coordonnées homogènes X\^ 0:2, ••., •z'o, liées par une équation du second 
degré 

Si l'on considère, dès lors, les Xi comme les coordonnées d'un point dans un 
espace E! à cinq dimensions, l'équation co= o représente dans cet espace un es- 
pace quadratique E^ à quatre dimensions. On peut dire ainsi que la Géométrie 
de la droite dans l'espace ordinaire est identique à celle d^ un point sur une 
quadrique E^ à quatre dimensions contenue dans un espace à cinq dimen- 
sions. 

Les droites d'un complexe linéaire 

2 aiXi = o 
(•) C'est-à-dire que son pôle est sur la quadrique. 
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sonl représentées par les points d'intersection de l'espace linéaire EJ, représenté 
par cette équation avec la quadrique fondamentale E^. L'équation 

qui exprime que le complexe est spécial, exprime que Tespace E* est tangent à 
l'espace quadratique E^. 

Si Ton considère deux complexes linéaires 

V (i/Xi — o, X a} Xi — o, 

la condition d'involution 

il(a\ a } = o 

exprime que les espaces linéaires EJ, E* correspondants sonl conjugués par rap- 
port à la quadrique fondamentale E^. 

l^ quadrique Ej; contient des (*spaces linéaires à une et à deux dimensions. 

Nous savons, en effet, que si x^ et x"® sonl deux droites qui se coupent, les 
expressions 

sont les coordonnées d*une droite du faisceau plan délini par ces deux droites. 
Il en résulte aussitôt que, lorsque )>I|x varie, on a constamment 



(i> 



(X) - b}(x^\ -^X^^lL) — o. 



Or, interprétées dans l'espace à cinq dimensions, les équations (i3) repré- 
sentent un espace linéaire EJ à une dimension contenu dans E;'. 

Réciproquement, soit EJ un espace linéaire à une dimension contenu dans E^, 
les coordonnées x/ d*un point de cet espace linéaire seront représentées par des 
formules telles que (i3) où l'on devra avoir 

quels que soient X, [jl. Dans la Géométrie des droites, nous aurons donc un fais- 
ceau plan. On peut dès lors énoncer cette proposition : 

Il y a sur E^ une infinité (V espaces linéaires à une dimension; ces espaces 
correspondent en Géométrie de droites aux faisceaux plans de l'espace eucli- 
dirn, rn sorte qu il y a une quintuple infinité de ces espaces linéaires sur EJ. 

On verra de la même façon qu'il y a sur EJ une infinité d'espaces linéaires à 
deux dimensions, qui correspondent aux hyperfaisceaux de la Géométrie li- 
fi''<«ire. 

Mîiis il y a deux sortes d'hjperfaisceaux, la gerbe et le système plan. On peut 
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donc prévoir qu'il y aura sur EJ deux familles distinctes d'espaces linéaires à 
deux dimensions. 

Ce fait, qui est tout à fait analogue à celui du double système de génératrices 
rectilignes dans les quadriques de Tespace ordinaire, peut être mis directe- 
ment en évidence. Il offre, comme on va le voir, une différence essentielle avec 
l'exemple auquel je l'ai comparé. 

Pour les quadriques ordinaires, deux génératrices rectilignes se coupent tou- 
jours si elles sont de systèmes différents, et jamais si elles sont du même système. 

C'est r inverse ici, car deux espaces linéaires E* de même famille ont toujours 
un point commun : cela tient à ce que deux gerbes ou bien deux plans ont tou- 
jours une droite commune. 

Par contre, deux E^ de EJ, pris dans les deux familles, ou bien n'ont aucun 
point commun, ou bien oht en commun un espace EJ. 

Cela tient à ce qu'une gerbe et un plan n'ont généralement pas de droite com- 
mune et que, si cela a lieu, ils ont en commun un faisceau plan de droites. 

Un complexe de droites, défini par une équation 

sera représenté comme la trace sur la quadrique E^ de l'espace E4 représenté par 
Téquation f= o. 

Nous obtiendrons ainsi sur EJf un espace à trois dimensions E3. 

Pareillement, un espace à deux dimensions E2, tracé sur EJ, représente une 
congruence, et un espace à une dimension représente une surface réglée. 

91. Ce rapprochement entre la Géométrie réglée et celle du point sur une qua- 
drique à quatre dimensions dans un espace à cinq dimensions resterait sans 
grande utilité si l'on ne le faisait suivre d'une remarque concernant la Géométrie 
des espaces quadratiques. 

Je prendrai d'abord l'exemple d'une quadrique ordinaire dans l'espace ordi- 
naire. 

Soit Q une telle quadrique, O un point pris sur elle, 7: un plan quelconque. 

Concevons que l'on fasse correspondre à tout point M du plan un point P de 
la quadrique, en prenant l'intersection de celle-ci avec la droite OM . Récipro- 
quement, à un point P de la quadrique correspondra un point M et un seul; de 
part et d'autre la correspondance est univoque; c'est ce que l'on exprime en di- 
sant que la quadrique est représentable sur le plan (*). 



(*) Pour celte qucslioD des surfaces reprcsentables sur le plan, on pourra consulter plusieurs 
Notes que lui a consacrées M. G. Darboux dans le Bulletin des Sciences mathématiques. Les Tra- 
vaux originaux de Clebsch ont paru dans les Mathematische Annalen. Aujourd'hui très développée, 
celle Ihéorie mérilerait une étude spéciale. 
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On peul donner une (orme analytique concrète à cette représentation et la 
rattacher à une méthode anciennement imaginée par Chasles pour Tétude des 
courbes tracées sur les quadriques ( * ). 

Soient OGo, Ollo les deux génératrices rectilignes de la quadrique issues du 

point O; par le point P de la quadrique passent deux génératrices, une G de 

même système que OGo; la seconde H de même système queOHo- G coupe OH© 

en un point P', 11 coupe OG© en un point 1^. Pour définir la position de P' sur 

OHq, on peut prendre le rapport anharmonique qu'il forme avec le point O et 

deux autres points fixes pris sur OU©; en sorte que, .V, B' désignant ces points 

fixes, on aura, par exemple, 

A'O A'B' 



« ^ ït; 



PO • PB' 



De même. A", B'' désignant deux points fixes sur OG©, on définira le point 1*'' 
par le paramètre 



_ VO . A'B; 
^ ~ P" Ô • P* B" 



Une fois u et v connus, les points P', \^ en résultent, ainsi que le point P et, 
par conséquent, le point M, dans le plan t.. 

Appelons Go. H© les traces de OG© et OH© sur ce plan. La droite G© M est la 







trace du plan OGqM sur le plan t:; ce plan OGqM est évidemment tangent en P" 
à la quadrique, et à cause du théorème de Chasles, sur le plan tangent à une sur- 
face réglée; le paramètre r est égal au rapport anharmonique 

i" — (Go a'. Go M, GvIIi.. Go3 K 



' > Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. LUI. 
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où Goa" est la trace sur le plan tz du plan tangent en A", Go[i'' la trace du plan 
tangent en B". 

De môme, Ho a', H©^' élant les traces des plans tangents en \' et B', on a 

tt = (Hoa', HoM, IIoGo, Hop). 

Prenons comme triangle de référence dans le plan t: le triangle formé par les 
droites Hq^', Gq^" et GqHo, on voit aussitôt que si 

X = o, Y = o, Z = o 

représentent les équations de ces trois droites, on aura, en faisant rentrer dans 
X, Y, Z des facteurs constants, 

X Y 

En appelant Ko le point de rencontre des droites Go^'' et Hj^fi', on voit donc 
que les quantités M, v sont tout à la fois les coordonnées de Chasles du point V 
sur la quadrique, et qu'elles sont aussi les coordonnées triangulaires du point M 
par rapport au triangle de référence GoHqKo. 

Les points H© Go jouent dans celte représentation un rôle essentiel. Tout point 
de OGo se projette en Go, tout point de OHo se projette en Ho. (les points H», 
Go sont donc des points d'indétermination, en ce sens qu'en chacun d'eux se pro- 
jeUent une infinité de points de la quadrique. 

11 y a aussi sur la quadrique un point d'indétermination. En effet, il est visible 
(jue, si le point P de la quadrique tend vers le point O, le point M vient se placer 
sur la droite GqHo, et que la position du point M est la trace sur Go Ho de la po- 
sition limite de OP, quand OP devient tangente en O à la surface. 

Nous voyons ainsi qu'il j a sur le plan deux points remarquables Go, Ho et 
une droite remarquable, la droite qui les joint. Sur la surface, il y a un point 
remarquable O et deux droites remarquables, les génératrices issues de ce 
point. 

Dans les représentations de ce genre, les points Go, Ho portent le nom de 
points de base de la représentation, et la droite Go H© le nom de ligne fonda- 
mentale. 

Dans le cas général de la représentation des surfaces sur le plan, la nature des 
points de base et des lignes fondamentales, ou générique ment des élémexts 
FoivDAME]MTAux, caractérisc la représentation. 

On démontre que, généralement, les courbes du plan qui représentent les sec- 
tions planes de la surface passent par les points de base ou points fondamen- 
taux. 

Fac. de T. — VII. 6 
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i.£.^:i'>- 



'/. H. 

V* .**.<•-.-.• *r.r* ->*/^ :..*-,••* *' i-*-i ;-.:::'•• r^îciar, -lw••^ï '-i pi^n. l-?^ cotai* 
^-«r.' r..»'." -;.>-» */,;»>* !'»'• or .^->trr dr r^îiîioQ «^ntr* un** tîjnr»*^ *t -i^ax r-'int-i 



>î 



4 <. 

• » .. < . 



'^, r.' 'î' ■> r^. '•,r, t-^, ,*. ^,,7*- ••{ i^ t-^* T^'-li^r* pUnr? «i*? li .^na^iriqur *->nl nfpn?rî^n- 
'^>* *'*f î*- Ç'au *^-%» '!** '-►•'. ;-*-%. 

^fr, r*ry,:.t»''t'' î *■ I-*- ^r* 'f**^- fi^^ur r^Hii^rr •=-tTrrti*^menl celle représenUlion. 
j A^Auf'4.i 'l*: j."^r*'îr* jr'^fif k f^^i'al O no ••mbîiic «ie li qna-lrî«^ue. el. f-"nir le 

^>f» «'• rr ',fi-*^ ;i(of < i-.oir ;r^ri^r*li*»^ une lriirj*forinali«iD hien ancienne, la inins- 
f'ft fno /I///Ï ? l^r^o;:r ///> /i /y //e . 

M'fM fjri^ \f\\t'. f*:4iri<;Uori non- e*l inutile, iiiiî-jtjiie nou* >*»mmes louj«>urs 
l»hr<:* *\*: (/f'-ndr*' forurufr h^*^, des propriél*^* mélrique-i deij\ [•oints quelconque* 

ÎI2, ^Ifi |*'rijt yfi:*f'U%*:t r;<'iie représent;ition des quadriques sur le plan sous 
urr^' iotttié' pIfM iiUiîSsûiyif'f qui ^4- prèle mieux à la généralisation que nous avons 

l'ffiorM, en effet, deu» poiril<) O el O' sur la quadrique non situés sur une 
ffi^rme '^/'uArHtru r rerliligne. Menons par la droite OO' deux plans conjugués el 
^oti 1 Lf droite d'interseelion de«» [d;jns tangents en O et O'. Cette droite coupe 
le- p);ifM /:/*fijii;:uéH en deux point") ^)"', O ": nous prenons le tétraèdre OO'O'O" 
t ttutiiii' t/'lraédre de n-férenee. La quadrique aura une équation de la forme 

'itf T^ -*~ y* — zt — o. 

en \it\^*tt%\ tfu\rt:r rJans j-, >', 5, / des constanles numériques qu'il est inutile de 
UM'Ilre l'u évidener. Je pr»se alors 









•■ f 



Z r-. Z2, 



el j*o|iH('rv(r que rérpialiori (i 4) donne alors 
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Nous avons ainsi exprimé x, y^ 5, t en fonclion de trois paramètres homo- 
gènes X, Y, Z. 

Nous pourrons regarder X, Y, Z comme des coordonnées triangulaires d'un 
point dans un plan, et nous aurons ainsi réalisé analytiquement une représen- 
tation de la quadrique sur le plan. 

Je ne m'arrête pas à démontrer que cette représentation se réalise géomélri- 
quement dans la projection stéréographique telle que je Tai définie ci-dessus. 

Observons que toute section plane 

ax -h by -h cz -h dt = Oj 
est représentée sur le plan par la conique 

(17) (aX-+-^>YH-cZ)Z-f-û?/(X«-+- Y«)=o, 

laquelle passe par deux points fixes 

Z = o, X zh I Y = o. 

Si l'on regarde ces deux points comme les points circulaires à l'infini du plan, 
l'équation (i^) est l'équation générale des cercles du plan. 

93. Ceci posé, cherchons à résoudre la question suivante : 

Quelles sont exactement les propriétés des figures planes qui correspondent 
aux propriétés projectiles de la quadrique? 

Pour résoudre cette question avec précision, nous allons rechercher quelle est 
la transformation plane qui correspond à une transformation homographique 
conservant la quadrique proposée. 

Soient ^,j^, 5, t les coordonnées d'un point P de la quadrique; x', y', 5', ^'celles 

du point P' correspondant. On a 

x'=: ax -^ by -\- cz -hdt^ 

y = a'x -h b'y H- c z -^ d ty 

b''y -\- c" z -f- du, 



(18) 



j z' = a" X 

\ t = a X 



et, de plus, il faut avoir identiquement 

(19) x'^^y^—z't'=zk{x'^-^-y^—zt). 

Soient (X, Y, Z) les coordonnées du point M correspondant au point P; 
(X', Y, Z') celles du point M' correspondant au point P'. 

On aura, en remplaçant dans (18) x^ y^ 3, ^, x' j y ^ z\ t' par leurs valeurs en 
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11* 



('Ht I 



I 



7XZ' =aXZ — /> VZ — c Z*— // (X«^Y«i, 

7 V Z r. a \Z ^ // YZ -^c Z^^d i \«— Y» ., 

lîZ» =a'\Z~i5^*YZ — c'^Z»-^ ,\i_-Y«;, 

7, \ i_ Y * , :^ /i-XZ - 6'YZ - c'Z*- <r f X«— Y» \. 



Of> énuailions *onl é\idemineDt surabondantes pour définir X', \', Z' en fonc- 
tion de X, Y. Z: mais elles sont compatibles d'après l'identité (19), c'esl-à-dire 
quand a, //, c, </, «', b\ c, d ^ . .., c"', d" se prêtent à cette identité. 

l'onr simplifier l'interprétation des formules, je ferai Z'=:Z = i, et j'écrirai 
\i:s formules sous cette forme 

_ ^\_6Y — r-^</(X<-^ Y«i 



/z 



'\ ^z/V-c'-^iX»— Y*> 



_ ^'X-6'Y-^c'-r-//'(X«- YM 



X*-Y*^ 



a'X-H6'Y-^e'~ér(X«— Y=/ 

«-\ _u^-'Y--c''~-^(Xj|~jr«j 
"S' X -r 6- Y -e c'^ ^TX^î-r- Y*; 



Alors X, Y sirront les coordonnées rectangulaires d'un point, X', Y' celles de 
son transformé. 

Supposons qu'on effectue une première transformation de cette forme T, puis 
une autre ï' avec d'autres coefficients, la nature linéaire de ces formules nous 
montre que la transformation résultante T'T sera encore une transformation de 
même forme. 

En un mol, ces transformations forment ce que M. Lie a appelé un groupe. 

Une transformation liomotliélique autour d'un point quelconque, un déplace- 
ment quelconque, une transformation par symétrie par rapport à une droite 
quelconque, et plus (généralement une inversion par rapport à un cercle quel- 
conque, font partie du groupe, ainsi qu'on le reconnaît immédiatement sur les 
formules qui expriment ces diverses transformations. Je vais prouver que, réci- 
proquement : toute transformation définie par les formules (T) résulte de 
Inapplication successive d'un certain nombre de ces transformations (*). 

Kn effet, désignons par T| la translation qui change le point X, Y dans le 
point X", Y" i'X. qui r*sl représentée par les (ormnles 

<T,, XV-rX-^A, Y r-Y-i-X, 



l') Ki.KiN, ytnllicnintixrhe Annalen, l. V. 
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011 h et k sont deux constantes; envisageons ensuite la transformation 



a; X" -h b'[ Y" -+- c'[ H- d'i ( X"* -h Y'» ) ' 

1 a; x-^6 ; Y--^^;(x-«+Y-«) 

*^ \ ~ a';X*-h6îY'-+-cï-f-^î(X"»^- Y'»)' 

v'j^Y'2- ^T VH-67Y--4-c?-hef?(X-«H-Y '«) 
" rt^;X'-4-6ïY'-t-cî-h^î(X''*H- Y'»)' 

La succession des deux opérations (T|) et (Tq) équivaut à la transformation 
générale (T) où c, c' ne sont pas nuls; on peut donc poser T = TaT4. 
Maintenant, si Ton a égard à l'identité 

(aiX'-+-...)*-+-(«'iX'-h...)* = («ïX'-h...)«X'-h...), 

on voit que, le premier membre s'annulant avec X", Y", il doit en être de même 

du second; on a donc 

cïc7=o. 

Supposons d'abord c'j =: o; alors, en effectuant Tinversion 



\ *0l ^^ \'"î_4_ Y""*' V^'î _4_ Y"'*' 

l'opération Ta apparaît comme le produit T3T0 des opérations T3 et To, où ï» 
est défini par les formules 

^ ^^ ' a';X"'-+-6ïY"'-hrf;- 



et Ton a 



' "^ ■" a';X"-h6ï'Y'"-+-t/'; 

T = T,Ti = T3T0T,. 



Supposons au contraire que ce soit c" qui soit nul; alors, en eiïecluant encore 
l'opération Ïq, ïa apparaît comme le produit T^Tq de^ deux opérations T„ et T!j, 
où T^ est ainsi défini 

" a] \'"-\-b] Y" H- c'; { X"'« -h r"i ) H- r/; ' 
(T' , > Y' - a\\'"^b\\"'^d\ 

^^^ "" a;x"'-H^»';Y"'-hc';(X'"*-+- Y"'«)-i-r/j' 

X'.»-f-Y'*= ' ' ' 



aï X"'-*- ô; \'"-\- c'; {X'"*-h Y"'«) H- ^ï 
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Or, pour effecliier la transformation (T'.^). on peut effectuer la transfonnalion 

-^1 = —ï? 



(T',) ^ Y, = 



X?^YÎ = 



a7\'"H-^7Y"— ^' 

al X"-^ h] y"-^ r] i X^i-x. Y"* » ^ ^/T 



a7X'"-,-67Y'^-r-/f;' 
et la faire suivre de l'inversion To 



V Y 



Xf-^Yf X}-hYÎ 

On a alors 

T = ToTiT„T,. 



I^s transformations T3 et T', ont le même caractère; elles ont la forme gé- 
nérale 

V' _ «X -f- 3Y-i- Y 
~ a'X-H^-'YH-Y'' 

~ a'X-+-?'Y-Hy 

Vi_u Y'. - a"X-4-rX-^Y''-H->'^(X'-^Y^) 

a'X-H;5'Y-+.Y 

Ecrivons que Ton a identiquement 

faX -h ? Y H- Y)»-+- (a'X -h ?' Y -^ y')* = («''X -+- ^'Y -h y') f «"X -h 3^ Y -h 7---+- r ( \* -f- Ynj, 

On voit d'abord que a", ^'' devront être nuls, ce qui permet alors de faire v"= 1 , 

Il reste donc 

X' = aX-hpY-4-Y, 

Y' =a'X-h3'Y-hY', 
X'i-u Y'» = gTX -4- p-^Y -h Y'^-i- 0'^ (X»-h Y^), 
avec ridentité 

(aX -H {J Y H- Y)«-4- (a'X -f- ?' Y H- Y -h y')» = «""X -+- fJ-'Y -f- y'"h- 5'" (X«-f- Y«). 

On doit donc avoir, en particulier, 

(«X -+- 3 Y)ï-h (a'X -h p'Y)« = r (X«-h Y«). 

(Jr cette identité prouve que Ton peut poser, soit 

3 = /à^cose, [i = /o^sinft, 
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soil 

( a = /â^cosO, p = /â^sinO, 

( ol'= v^a-^sinO, p'= — v^o'"cosO. 

Dans le premier cas, la Iransformalion Ts représente un déplacement quel- 
con(|iie D dans le plan, précédé d'une homothétie H; on a alors 

T3 = D.H. 

bans le second cas, celle homothétie est accompagnée d'une transformation S 
par symétrie par rapport à une droite, et Ton a alors 



Donc, en résumé, on a 



où 



D.H. S. 

T3T0T,, 
T =: ' OU bien 

T0T3T0T,, 

D.H, 



( 



T5 = ( ou bien 

f D.H. S. 

Donc ï se ramène hien à une superposition d'opérations de la nature sui- 
vante : 

Mouvements, homothéties, inversions, symétries par rapport a des droites. 

Toutes ces transformations ont une propriété commune : elles transforment 
tout cercle du plan en un autre ou, autrement dit, ce groupe de transformations 
conserve la famille des cercles du plan. On pourrait donner à ces transformations 
le nom de transformations anallagmatiques. 

On voit, en conséquence, que, interprétées surle plan représentatif, les trans- 
formations homographiques d'une quadrique en elle-même ont pour images le 
grou[)e des transformations anallagmatiques du plan. 

Les propriétés projectives de la quadrique correspondent aux propriétés anal 
lagmatiques dans le plan. 

9t. Tout ce que nous venons de dire pour la représentation des quadriques 
ordinaires sur le plan s'étend au cas des quadriques à /t — i dimensions dans 
l'espace à n dimensions. 

Prenons, par exemple, la quadrique 
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dans Tespace à cinq dimensions, nous poserons 

pXî=XjX5, 
pJ^a= X3X5, 

pxi,-— XvX,, 
cl l'équation (aS) donnera 

pj-e=Xî + Xî-4-X5-+-Xî. 

Nous avons aussi représenté notre quadrique sur un espace linéaire à quatre 
dimensions, dans lequel X|, X^, X3, X», X.-, sont les coordonnées homogènes 
d'un point. 

Nous avons ici encore une figure fondamrntale, ou d^indétermination. Elle 
est représentée par les équations 

X5=<», XJ^- Xî-f- XJ-t- XJ = o, 

elle constitue un espace quadratique à deux dimensions , que je représente 
par U- 

Appelons sphère toute quadrique de l'espace à quatre dimensions qui contient 
I2, Téquation d'une sphère sera 

(rtX,-f-6X,-hcX3H-rfXi-t-eX5)X5-h/(X}-hX5^-Xî-hXî) = o. 

Il est commode de réduire à Tunité la variahie X5 qui, égalée à zéro, repré- 
sente rinfini de notre espace à quatre dimensions, et Téquation de notre sphère 
aura la forme 

( ji4) «1 X| -H a,XjH- ^jXsH- <'/iX4-t- rtj-h a6(X}-h X|-h XJ -f- XJ). 

La distance de deux points sera 

v/(X,-X'i)«-h...-h(X4-X'0« ; 

un déplacement, une symétrie, une homothétie, une inversion se définiront 
comme dans le cas de l'espace ordinaire, et, par le même raisonnement que plus 
haut, nous reconnaîtrons que toute transformation linéaire qui conserve la 
forme 

X\-^ X\-^ x\-\- X\ — XiX^, 

c'est-à-dire toute transformation homographique ou dualistique de Tespace réglé, 
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se traduit dans l'espace représentatif à quatre dimensions par une succession 
d'opérations telles que : 

i** Homothétie; 2° symétrie; 3** inversion; 4** déplacements, toutes transfor- 
mations qui laissent invariable la notion de sphère. 

A ce point de vue, nous pouvons dire que : 

La Géométrie réglée, au point de vue dualis tique et projectif, est iden- 
tique à la Géométrie anallagmatique d\in espace à quatre dimensions, 

95. On voit que, dans la représentation qui nous occupe, un complexe linéaire 
(c'est-à-dire une section de la quadrique à quatre dimensions par un espace 
linéaire à quatre dimensions) se trouve représenté par une sphère de l'espace à 
quatre dimensions. 

Si 

est l'équation du complexe linéaire, celle de la sphère est précisément l'équa- 
tion (24). 

L'équation de la sphère peut recevoir la forme 



fx.H- j^y+fx^-^ ^v-t-fx.-^ -^y+(x»+ -^y= «?+°i+^î+'» 



{— 4aia« 



a, 



L'expression du second nombre représente le carré du rayon de la sphère, î-> 

—, —7 — sont les coordonnées de son centre. Le rayon est nul si 

2 as 2a6 2aft . «^ 

(25) a}-+-a|-f-a|4-aî — 4^s^6=o. 

Or la forme fondamentale étant ici 

«2?| "T" «Pj ~T— X ^ "T~ 3?^ ^^ X^X^y 

l'invariant du complexe est précisément le premier membre de (25). Les sphères 
de rayon nul correspondent ainsi aux complexes spéciaux. 
Pareillement, l'équation 

ai^iH- a^bx-^ «363-4- «464 — 2 ai 6e — ia^bi=. o 
exprime Vinvolution des deux complexes 

aia?i -4- ajXj-h. . . = o, 6iiri -h 6jXj-+-. . .= o ; 
elle exprime aussi Vorthogonalité des deux sphères correspondantes. 

Fac, de T. — VII. 7 
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Une congruence linéaire est représentée par rinlersection de deux sphères. 
Par cette intersection, on peut faire passer deux sphères de rayon nul qui re- 
présentent chacune un des complexes spéciaux, qui ont pour directrices les di- 
rectrices de la congruence. 

L'intersection de deux sphères dans l'espace à quatre dimensions est, outre I2, 
qui est mis à part, un espace quadratique à deux dimensions, que Ton peut ap- 
peler une sphère à deux dimensions. 

Désignant par Ss les sphères à trois dimensions, je désignerai celles-ci par Ss. 

L'intersection de trois sphères à trois dimensions est un cercle S| ou espace 
quadratique à une dimension d'espèce particulière, car il a toujours deux points 
communs avec l'espace à deux dimensions Ij. 

Par un cercle S| passent une infînité (une double infinité) de sphères images 
du système à trois termes de complexes linéaires menés par la demi-quadrique 
dont S| est l'image. Une infinité de ces complexes sont spéciaux; leurs direc- 
trices, qui engendrent la demi-quadrique complémentaire, ont pour images les 
points d'un second cercle S',, lequel est le lieu des centres des sphères de rayon 
nul menées par S|. La correspondance entre S| et S', est évidemment réci- 
proque. 

96. Les faisceaux plans de droites et les hyperfaisceaux de l'espace réglé ont 
aussi une représentation très simple. 

Si la droite x engendre un faisceau plan de droites, on peut écrire, nous le 
savons, 

3^4= «4 -h p 64, a?i=i-l-p, a"«= «6-+- p^«. 

Les coordonnées X|, X2, X3, X4 du point correspondant dans l'espace à quatre 
dimensions seront 

/ AX Y ^» Ol-hp^l Y aî-t-p^>t Y a3-4-p*3 Y ^4-f-p^k 
(20) Ai= — = > Aj = '■ > A3 = » A4 = — • 

^ ^ Xi I -I- p I -h p I -h p I -h p 



On aura, de plus, 
c'est-à-dire 



x\-^ x\-\' xl-^ x\ — x%x^ = o, 



(ai H- p6j)'-h(aj-f-p6,)»-4- (asH- pAj)»-+-(aj-4-p64)*= (1 -h pX^e-H P^e). 

Ceci devant avoir lieu quel que soit p, il vient 

a\ -h a|-+- a| -H rtj = ««, 
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d*oii, en éliminant a^ et 6c, 

Les binômes a/ — 6/ sont les coefficients directeurs a, de la droite représentée 
par les équations (26), lesquelles pourront s'écrire, en posant 

a/= ai — ô/, 

ai ctf a^ a^ 

L'équation (27), qui s'écrit 
(29) a} -+- a| -t- a| -4- aj = o, 

exprime évidemment que le point de la droite (28), qui est à l'infini, appartient 
à l'espace quadratique I2; elle exprime aussi que la distance de deux points quel- 
conques de la droite est nulle. Les droites considérées sont des droites de Ion- 
gueur nulle et peuvent être définies par la propriété d'avoir avec [2 un point 
commun. 

Il est, dès lors, naturel d'introduire les coordonnées de Chasles de ce point de 
rencontre, en posant 



(3o) "' *» «3 «V 



=. > 



et, dès lors, la représentation générale de nos droites (et par suite des faisceaux 
plans de l'espace réglé) sera 

Xi — «i Xj — a, X, — a, Xfc — a^ 



Il esl clair que, X© et [Xo restant fixes, le point de rencontre avec la reste fixe. 

Si on laisse fixe Ao, le point en question décrit, lorsque [Xo varie, une généra- 
trice rectiligne d'un système de la; il décrit, au contraire, une génératrice recti- 
ligne du second système si Xo varie, [Aq étant fixe. 

La représentation va beaucoup plus au fond des choses qu'on ne le pourrait 
croire au premier abord. 

Cherchons, en effet, à représenter un hyperfaisceau. 
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Si la droite x engendre un hvperfaisceau, on peut poser 



avec la relation 



ar, = ax—^bx-^ 


s'6;. 


^î=«î-+-p^i-r- 


?'*v 


3r,= a,-f-p6,-^ 


?•*;. 


art=av--p6i-^ 


?'*;, 


a-j=i-+-p-K-p', 




irt=a«-T-p64-r- 


P'^c. 


î-+-XÎH-XÎ-r-XÎ- 


XjJ-» 



qui, devant avoir lieu quels que soient p, p', nous donne 



a\->r a\-^ a\~ a\-=. a^, 

bi + bl^bl-r-bt = b„ 

b'f+b'f~b\^^b\'=b\, 

7.{axbi -^ atbt-r- a^bj H- «4 64 ) = a^ -+- 6», 

^{aib\-\-atbj-^ a2b'^-T-a^b\) = a^-h 6',, 

2(61 b\ -f- 6, 6; -4- 63 fc; -^ ^»* ^^'4 )=zbt-r-b\, 

d'où, par élimination de a«, 6e, 6^, 

(a,- 6;)«-+- (a,- b\y-i- (a,- 6'3)«-h (04- ^^'4)» = o, 
{bx — b'xY -4- (6, — 6;)«-+- (63 — 6i)«-+- (64— 6V)« = o. 

On vérifiera les deux premières équations en posant 

bx — ax bi — Of 63 — «s 64 — «4 



Xo-+-|lo (Xo— fXo)/^ XofXo — I (Xo jJLo-f-i)/^ 



= 0', 



6'i — Oj __ b\ — a^ __ b\ — ^3 __ b\ — ^4 __ ., 

Xi-*-i^i •"(x;-H^i)v/irT "" n^'o-' "(x^'o-hO/iTT" ' 

où )vo> (^0) ô» ^^0» l^oî ^' ^^"^^ ^^^ arbitraires. 
On en tire 

6; - 61 = [Ô'(Xi-4- fxi) - e(Xo-4- fxo)], 

^'3-^3=[0'(XifX;-l)-0(Xo[Xo-l)J, 

6;-A4 = [0'(Xi|jii-+-i)-e(Xofxo-4-i)]/=l, 
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d'où 

= -aee'[ (Xi-+-txi)(Xo4-fXo)-(Xi-{xi)(Xo-fXo) 

-+- (X'o l^i — i)(Xo Hto— — (X'o (x'o -f- i)(Xo fxo 4- 1)] 
= 400'(Xi — Xo)({xi-fXo). 

On voit qu'il faut avoir soit 
soit 

Prenons, par exemple, X^ = X©. 

L'hyperfaisceau correspondant se représente dans l'espace à quatre dimensions 

par les équations 

ai-hpbi-^-p'bi 

I-+-p-f-p' 

OU encore par les équations 

Xj — ai Xj — «s 



p(ài— ai) -h p'{b\ — ai) p(6,— a8)-4- p'(^i — «i) 

Xs — as X» — a» 

~ p(^3— a3)-Hp'(6;--a4) ~ p(64— a4)-»-p'(6i — a4) ' 

c'est-à-dire, en faisant rentrer 8 dans p et 0' dans p', 

Xf — ci\ Xj — a] 



p(Xo-4-fXo)-Hp\Xo4-fi.i) p(Xo— fio)/— i + p'(Xo— rt)/^ 

Xs — aj X4 — «4 



p(XoKo— i)-+-p'(XolAi — I) [p(Xojio-M)-+-p'(^oKi-t-i)]/— I 

Ces équations, où p' : p est arbitraire et même variable, définissent un espace 
linéaire à deux dimensions qui représente l'hyperfaisceau considéré. Or, et c'est 
là un fait bien remarquable, en posant 



.f ^t 



I-+-P' ~^» 



ces équations peuvent recevoir la forme 

Xi — a\ Xj — aj X3 — as X4 — a4 



(32) 



Xo-f-fx (X(^--,i)/ir7 Xofx — I (Xofx-+-i)v/^ 



Ces équations se déduisent des équations (3o) en y remplaçant le paramètre 
constant [Xq par un paramètre variable [x. 



54 KOENIGS. 

Si Ton avait adopté la solution uj, = (Xo, on serait arrivé à la formule 

X| — «i Xj — a, X3 — <7j Xv — ^4 



qui se déduit des équations (3o) faisant varier X. 

Les espaces linéaires (82) et (33) sont à deux dimensions, puisque [x est va- 
riable dans (32) et \ dans (33). Ce sont, en quelque sorte, des espaces linéaires 
à deux dimensions isotropes. Ils possèdent cette propriété de couper chacune le 
plan de Tinfini suivant une génératice rectiligne de I2. Seulement, les uns cou- 
peront I2 suivant une génératrice d\in système [équation (32)]; les autres, sui- 
vant une génératrice du système opposé [équation (33)]. 

Nous avons donc deux sortes d'espaces (*) linéaires E^ isotropes. 

Les uns correspondront aux hyperfaisceaux qui sont des gerbes, les autres 
aux hyperfaisceaux qui sont des systèmes plans. 

Il est assurément bien curieux que la séparation des deux systèmes de généra- 
trices de I2 revienne à la distinction entre la Géométrie du point et celle du plan 
dans Tespace à trois dimensions, qui est le lieu des figures réglées. 

Prenons, par exemple, les équations 

X| — ai Xj — ûti Xs — «j X4— flf^ 



nous avons là la représentation d*un faisceau plan (O, tc) dont fait partie la 
droite A, qui a pour image le point ai , ^2, a^f a^ de Tespace à quatre dimensions. 
Quand ).o> p-o recevront toutes les valeurs possibles, nous aurons tous les fais- 
ceaux plans qui contiennent A. 

Si Xq reste fixe, la droite X engendre, nous le savons, un hyperfaisceau, dont 
un des éléments O ou it reste fixe, par exemple O, et alors les équations (34) 
représentent toutes les droites issues de O. 

Si, au contraire, c'est [x© qui est fixe, c'est le plan n qui se trouve fixé et repré- 
senté comme support d'un système plan de droites. 

Ainsi, en résumé, quand un faisceau est représenté par des formules telles 
que (34), û5|, «27 <23, «4 représentent une droite de ce faisceau, \q le point O et 
[Xo le plan iz du faisceau sur cette droite (2). 



(*) Le fait n'est pas nouveau; déjà, dans le plan, les droites isotropes forment deux familles dis- 
tinctes. 

(') On pourra comparer avec la représentation que j'ai donnée en 1882 dans mon travail Sur les 
propriétés infinitésimales de l'espace réglé, p. 23. 
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Si Von reliait Xqi p-o homographiquemenl. le lieu de la droite X serait une 
congruence linéaire singulière admettant A pour directrice (*). 

H existe encore d'autres systèmes de coordonnées, mais leur étude viendra 
naturellement à la suite des propriétés infinitésimales. 

J'ajouterai que les coordonnées que j'ai définies projeclivement au début 
peuvent recevoir une forme métrique importante. Nous y reviendrons au moment 
de l'étude des propriétés métriques des systèmes réglés. 

( A suivre. ) 



(') Le leclcur pourra comparer ce qui précède avec le Chapitre sur les coordonnées pcnla ou 
liexasphcriques du Tome I des Leçons de M. G. Darboux. La sphère dans l'espace euclidien donne 
lieu à une théorie toute pareille à celle de la droite. 
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